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Le ricerche ìd Aritmetica di Pitagora c della sua 
scuola dimostrano , che questa scienza non comin- 
ciò allora ad esser coltivata j ma che già prima al- 
tri se ne occuparono : e forse con le altre dottri- 
ne ancor queste Pitagora raccolse dagli egizj. Con- 
viene però rimettere , che la maggior parte delle in- 
vestigazioni de'Pitagorici non furono dirette all’au- 
mento della scienza Aritmetica j ma ad astratte con- 
siderazioni sulle proprietà di taluni numeri , dalle 
quali nulla di vantaggio traeva quella ' ; che però 
ragionevolmente il tempo non le ha tutte rispetta- 
te j e la posterità anche le rimaste ha tenute in po- 
chissimo conto.Ma le ricerche anche oziose di gran- 
di uomini rare volte rimangono a dirittura sterili ^ c 
quelle de’ Pitagorici, di cui abbiamo fin ora detto, 
somministrarono ampia materia a’ problemi aritme- 
tici : ed anche la Geonaetria ne risentì grandissimi 
vantaggi j poiché la ricerca di dite numeri quadrati 


' Telauge figlio di Pitagora compose quattro libri sul gualemario , 
Archita scrisse un intero trattato sui numero 10 . cd altri in simili ri- 
cerche sullo cirtù d«' oumeri impiegaiODO il loro teaq>o, non escluda 
dixìpo Platone « 
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da’ quali Insieme presi risultasse anche un quadra- 
to , diede occasione, e fu lorigine della celebratis- 
sima proprietà del triangolo rettangolo^ che però es- 
sa ritiene ancora il nome di Pitagora, al quale è do- 
vuta . Intanto è da credersi, che la parte aritmetica 
di pura calcolazione non fosse stata da quella scuo- 
la in poi interamente trascurata ^ , se riguardisi a’ 
progresi-i, che le scienze cui essa è auslllarla fecero 
uella scuola di Platone, ed allo stato dell’ Astrono- 
mia a queir ej)Oca j e più di tutto al grado cui essa 
pervenne a’tempi di Archimede e di Eratostene ^ ; 
giacché in genere di scienze , e particolarmente per 
le così dette esatte, le nuove scoperte sono sempre 
fisi ie di una genesi progressiva , che però , come 
altra volta dissi ^ , è impossibile conoscere la prima 
origine di esse . Finalmente , argomentando sem- 
pre de’ progressi dell’ Aritmetica dagli usi cui essa 
veniva adattata , sarebbero mancati ad Ipparco e 
Tolomeo i mezzi per le loro scoperte in Astronomia: 
uè questi avrebbe potuto calcolar , come fece , le 
sue famose tavole delle corde degli archi di cerchio, 

I 

' Che io (ale scuola si tosse ancor coltivato ciò che volgarmeote di- 
cesi abbaco , HO dà aianitesto indiiio la tavola per la moitiplicaciooedo 
numeri semplici , che conosciamo ancora col nome di pitagoHea . 

’ Archimede diede un esempio mirabilissimo della virtù deU’ArUme- 
lica a' suoi tempi , nella difTicil ricerca della guadralura del cerchio ft 
nel suo JHammite , che presenta con sorpresa lo stono più grande del- 
la sricuia aritmetica a quel tempo ; e di Eratostene abbiamo ancora il 
iiicIikIu indiretto per rinvenire i numeri primi , conosciuto col nomo 
di rrirtUu di Eratoatene . 

‘‘ Nel dùcono ptclimiuaieaglifleoKRli di Euclide . 
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elle dovevano poi essere il fondamento della Trigo- 
nometria, della Geodesìa , e dell’ Astronomia. 

Questi progressi successivi dell’ Aritmetica do- 
vettero insensibilmente condurre ad indagini gene- 
rali su i numeri : nè i libri VII , Vili , e IX degli 
Elementi di Euclide dobbiamo altrimenti conside- 
rare aver ricevuta la loro origine^ nè a quell'epoca sì 
gloriosa per le Matematiche dobbiamo credere, che 
que’nostri maestri si fossero introdotti allo studio e- 
lementare di tale scienza, senza che ve ne fosse biso- 
gno . Ma pure queste loro considerazioni erano ben 
diverse da quelle altre, che si dovettero fare in segui- 
to per la soluzione de’prcblemi aritmetici, e che co- 
stituirono a poco a poco una nuova scienza di calco- 
lo , che prese poi il nome di Algebra 

L’origine dell’ Algebra è ugualmente oscura che 
quella di tutte le scienze umane ^ e la prima opera 
che ne abbiamo per mano dì Diofanto ^ la mostra già 
abbastanza avanzata , senza che sapessimo i gradi di' 
conoscenza in essa che si erano prima sormontati , 
per giugnere a quel segno . E possiamo solamente 
stabilire, per valercene in appresso, che all’epoca di 
Diofanto già si erano Introdotte le particolari ma- 


* Vengasi circa 1' originai significato , od aficio di Algebra il cap. ii. 
deir egregia opera del Cossali : Origlila , trasporto in Italia .... 
deir Algebra . 

* L' epoca in coi risse Diofanto , secondo argomenta il Bachelo , nel- 
la lettera premessa alla tersione eh' egli diede de' sei primi libri super- 
stiti da' tredici che quel matematico greco ne compose, può fissarsi al- 
l' incirca il terzo secolo della nostra Era. 
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niere per esprimere le potenze; e si marcava con urt 
segno la sottrazione : e che ne’ suoi libri Aritmeti- 
corum si scorge evidentemente il maneggio delle e- 
quazioni di secondo grado’. È veramente stata gran 
))erdita per la scienza quella di alcuni di tali libri 
tli questo matematico di Alessandria , e di un’ altra 
opera sulla pratica dell’ Aritmetica , di cui parla 
Teone ® : poiché da e^e non solamente altro nume- 
ro di maggiori cognizioni si sarebbe raccolto ; ma 
avremmo ancora tratto gran lumeperlastoria di que- 
sta scienza, di cui, dopo Diofanto, altro non abbia- 
mo, nella scuola greca di Alessandria, che pocodo- 
}K) finì con la distruzione della celebre biblioteca , 
in cui la potenza di tanti re protettori delle scienze 
aveva raccolto il fiore del greco sapere 

Passate le scienze da’ greci insieme colla domina- 
zione in mano degli arabi ; questi fecero tutti i lo- 


1 Si riscontri il cap. iv. voi. I doli' opera del Cossali. 

* Commcfit. in Almag, lib. v. 

a Lo scienze , e specialmente la Geometria , che avevano avuta un 
tempo la loro culla in Egitto , divenuto Odulto in Grecia , ritornarono 
a mostrarsi nel loro clima natale, per opera de' re Tolomel, che succes- 
sivamente il governarono ; i quali vi chiamarono, ed accolsero i più di- 
stinti matematici, da formarvi una scuola celeberrima, che fu assai uti- 
le a tali scienze, nella quale figurò da prima Euclide, e vi si produssero 
a mano a mano Eralosteno , Apollonio , Pappo , Diofanto, Teone ed Ip- 
pazia sua figlia , c tanti altri. E qiie' sovrani benemeriti delle scienze vi 
fecero acquisto di tanta copia di opere in Grecia prodotte , da compor- 
re la più famosa biblioteca che nell' antichità si riconosca , la quale con 
grave danno dello scienze fu poi distrutta nel vii° secolo dall'incursione 
barbarica de saraceni ; di che non v' ha storia dell' umano sapere , 
che ancor non si dolga. 
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ro sforzi per rimediare al mal fatto , traducendo , 
comentando, e riproducendo ciò che de’ greci mae- 
stri fu loro possibile raccogliere ,• e 1’ Aritmetica , e 
laGeometria fn da essi grandemente coltivata e pro- 
mossa. Per la prima di tali scienze n’ è irrefragabi- 
le testimonio 1’ ingegnoso sistema di numerazione 
che noi usiamo, e che da loro abbiamo tratto^ quan- 
tunque solide ragioni, somministratecidagli stessi au- 
tori arabi , ci facciano credere averlo essi ricavato 
dagl’ indiani . E che presso questi fosse già mol- 
to innanzi una tale scienza Io mostra chiaramente la 
dimanda fatta da Sessa figlio di Daher , inventore 
del giuoeo degli scacchi, a.d un re indiano cui lo pre- 
sentò, dalla quale si rileva, che già la dottrina del- 
le progressioni geometriche aveva molto progredi- 
to' '.Ma usciamo una volta da questo denso bujo,che 
la storia dell’ Ariraetica e dell’ Algebra presso le an- 
tiche nazioni indiana, greca ed araba ci presenta, e 
cerchiamo più chiaro giorno in tempi a noi più pros- 
simi, e che maggiormente debbono interessarci, pas- 
sando a quell'epoca in cui dagli arabi fu trasportata 
tale scienza nelle nostre regioni, dalla quale defini- 
tivamente intendiamo cominciare questo saggio sto- 
rico dell’ Algebra. 

Nel risorger le scienze , cominciando in Italia , 
dopo il mille , annunziarono fin da principio quel- 


Monlucla - Hiit. dti Math. pari. II. lib. I. n. vili . 

' ' V’affla*' I* atorU di queala invenzione nel voi. I. pag. 380 ediz.2. 
della Hiit. de$ Math, del Monlucla. 
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]o che diverrebbero in seguito in mano di una na- 
zione di uomini dotali di fervido ingegno , e di 
grandissimo desiderio di far nuovamente rifulgere 
la loro antica grandezza. Lionardo denominalo 
nacci dal nome del padre, e più comunemente co- 
gnominalo Pisano dalla sua patria , al cominciar 
del Xlir secolo , di ritorno dalle sue peregrina- 
zioni in oriente , ove aveva appresa 1’ arte dell’Al- 
gebra, ne diffuse la dottrina in Italia , e rese pub- 
blico il suo Uhm di Arilmelica , ove giunse fino al 
maneggio delle equazioni di primo e secondo gra~ 
do. ]\è ceriamenle altri prima di lui apparisce aver 
ciò fatto, come con tanti forse , preso da amor na- 
zionale, ha stiracchiando dubitato 1’ ab.Andres , 
pretendendo che prima di Lionardo si fosse adope- 
rato a farla conoscere nelle Spagne un tal Giuseppe., 
dello spagnuolo dal nome di sua nazione . Po- 

'* V Abbaen di Lionardo cominciò a rendersi comune per t' Italia Fin 
dal 1202 — Cessali — Origint, Ira^p'irh ec. , voi. I. c. i. §.4. 

•’ Nell.i sua dotta opera : dell' origine , pragresii ec. di ogni Ielle- 
ralura ( Scienze naturali cap. ili. §. 80. ) . 

Prima dell' Ab. Andrcs , il francese Giia-dc-Malvcs , per un istin- 
to anii-italiano , aveva asscvcrantcmcnte pronunziato che : lei arabri. 
et lei mauret atoieni apporlèei dans [ Eipagne , et qui de-la e eloieni 
rrpaniluei dans lout le rette de C Europe ( le regole dell' Algebra ) : sog- 
giiigncndo poi in una nota, che : jeiaii neammoini gue quelquet aulciiri 
italieni.trop jalouxpeul-f'lre de la gioire de leur nation.ont prèlendu gue 
Léonard de Pila avoil été i initruire dant i Arabie mime , et quii en 
avoli apporti immediatement en Italie T Arilhmétigue et C Algebre. Cette 
opinion eit tur tout fondee tur f autoriti de Tartaglia. Ma noi non isla- 
remo a perder tempo in rispondere alle gratuito asserzioni del Gna-de- 
Malvcs , delle quali ha tenuto si poco conto anche il Montucla , da non 
farne nò pur menziono . 
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steriorincnte nel XlV’secolo Guglielmo di Lunis, e 
poi Rafaele Canacci dell’ Algebra pur trattarono , 
l’uno tras^>ortando dall’arabico in volgar lingua un 
trattato anonimo conosciuto col nome di Regola di 
Algebra, e 1’ altro pubblicando un suo comentario 
sul medesimo'*. Ed a quell’epoca, o poco appresso 
altri trattati di tale scienza tradotti dall’ arabo , o 
composti da italiani si videro comparire , tra’ quali 
si trova fatta menzione da’ nostri scrittori di storia 
matematica di quello di Mohamad ben Musa, e del- 
r altro di Paolo de’ Dagomari di Prato , sopranno- 
minato, per la sua eccellenza nell’ Arimetica , Pao- 
lo dcir Abbaco. 

Al principiar dtel secolo XV*, e nel corso di esso 
queste dottrine germogliarono grandemente , ed in 
tutt’ i luoghi d’ Italia coltivaronsi col nome di Arte 
maggiore , ovvero Regola della cosa , dell’ Alge- 
bra ed Almucabala come ne fa testimonianza il' 
famoso Luca Paccioli , detto Luca de Burgo , <ia 
Borgo S. Sepolcro sua patria , nel trattato i. della 
dislizione V“ della sua Sunima de Aritmetica, Geo- 
metria, ec. Di fatti dalla scuolk di Jra Luca, e da 
altre che ve n’ecano allora gran numero di coltiva- 
tori di questa nuova scienza si videro sorgere j onde 
che il nalmenle resa essa presso gV italiani comune, 
passò ad altre nazioni di Europa , serbando però 
sempre l’impronta di questo suo luogo materno, ove 
era stata grandemente fecondala. 

Vedi Cottali nel §.5, cap. i. voi. I. 

“■ Costali cip. n. vol.l. 
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L’ opera suddetta di fra Loca è distinta in due 
parti, nell’ una delle quali ei tratta di Aritmetica, o 
piuttosto dobbiam dire dell’ Algebra ed Almuca- 
bala, nell’altra di Geometria.E nella prima di que- 
ste , che cade nelle nostre presenti considerazioni , 
convien notare , che fra Luca aggiunse alle ricer- 
che degli algebristi anteriori a lui la soluzione di tut- 
te le derivative del secondo grado, cbe chiama pro- 
porzionali : e ciò mostra con quanta leggerezza il 
dottissimo Montucla ’7, e più di lui ancora il Bossut 
abbiano giudicato di questo nostro illustre italiano, 
senza nè men darsi la pena di riscontrarlo. Nè que- 
ste cose pur furono sue invenzioni j ma, com'ei stes- 
so accenna , eran già conosciute e praticate : egli 
però estese e generalizzò la regola fino a lui cono- 
sciuta solamente per le derivative di quarto e di se- 
sto grado \ e tentò pure con buon successo, o alme- 
no perfezionò 1’ estrazione della radice dalle quan- 
tità specialmente dette hinomie . Le quantità ir- 
razionali eran dunque a quell’ epoca già conosciute 
ed in uso nell’ analisi algebrica : ma di ciò diremo 
])iù particolarmente in appresso. 

Le fatiche di tanti italiani illustri prepararono al- 

’’ V'odi Cenali cap.Tii. toI. I. 

'* Cotiali opera cit. voi. I. pag.238. « t»g.— Con lai denominazione 
\ennero specialmente dinotate le espressioni di due termini ciascun 
de' quali . e almeno uno fosse atletto del segno radicale ; ed essa fu 
ritenuta da' più distinti analisti posteriori tra' quali l' Eulero ; che per- 
ciò il traduttore francese de' costui Elementi di Àlgebra erra in dire , 
che fosse stato quello il primo a cosi chiamarle ( Vedi noia al $. 6S9, 
di lai traduiionr ). 
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l’Aìgebranuovi progressi ed importanti nel XVl'se- 
colo , in cui Tartaglia, Cardano, Scipione del Fer* 
ro, e Bombelli diedero le loro r^ole per Io sciogli- 
mento delle equazioni del terzo , e quarto grado j 
del quale argomento conviene qui tessere brevemen • 
te la storia. Ma prima bisogna osservare, cbe fino al 
Cardano rimaneva tuttavia ignota la risoluzione del- 
le equazioni del secondo grado, in cuitutt’i termi- 
ni, laddove fossero ridotti al primo membro, risul- 
tassero positivi, cioè della forma a:’+^x4-9=o,non 
cbe delle altre della forma x' — px-\-q=o , laddo- 
ve fosse 'A p' minore di ^ ^ e ciò perchè trattandosi 
allora puri problemi in numeri , riesciva più diffi- 
cile diciferar da essi la natura , e 1’ uso delle radi- 
ci negative , che però queste venivano considera- 
te per impossibili . £ non solamente per siffatte e- 
quazioui , ma anche più generalmente conobbe il 
tJardano la natura , e 1’ uso di tali radici , eh’ ei 
chiamò false , in opposizion delle positive che dis- 
se vere, la qual denominazione serbossi nell’ analisi 
delle equazioni fino al Vieta , ed anche posterior- 
mente l’ è stata usata^ e distinse pqrele radici false 
da un altro genere di radici , che chiamò assoluta- 
mente false,cìoè le immaginarie, delle quali diede 
ancora esatte nozioni. Conobbe egli in oltre U teo- 
rema fondamentale per la composizione delle equa- 
zioni, e il numero delle radici di queste corrispon- 
dersi alle unità del loro grado, non che la maniera 
di ritrovare le radici raziocuili , quando uc avessc- 
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ro : di tulle le quali invenzioni, e di altre eziandio, 
non meno importanti, gliene rende giustizia anche 
il Montucla '9 , scrittore delle cose agl’ italiani ap- 
partenenti più diligente , e men prevenuto di qua- 
lunque altro storico francese abbia di proposito, o 
per incidenza trattala questa parte della storia del- 
le Matematiche. Ma senza star qui ad enunciare par- 
titamente quanto debba la risoluzione delle equa- 
zioni alle utili fatiche del Cardano, lo che andrà me- 
glio fatto dopo aver esposte, nel presente trattato , 
tali dottrine mi limiterò per ora ad accennar so- 
lamente, che tutta la presente teorica generale del- 
le equazioni, ed i principali metodi per risolverle, 
hanno il loro fondamento nelle ricerche del Carda- 
no, le quali se limitale veggonsi a casi particolari , 
e non presentate in quel grado di generalità di cui 
erano suscettive , debbesi ciò attribuire allo stato 
d’inceppamento in cui era allora l’analisi algebrica. 
Che anzi accrescerà sorpresa il pensare , che siensi 
latte per pure considerazioni astratte j giacché l’Al- 
gebra a queir epoca era ancor priva di quella ve- 
ste simbolica , che tanto gli è necessaria per faci- 
litare le calcolazioni generali , e le ricerche sulle 
medesime; quantunque però dell’ introduzione del- 
le lettere per simboli in essa già qualche rastro se 
ne ravvisasse presso Diofanto ; e che fra Luca , 
Tartaglia e Cardano avessero cominciato un poco ad 

■’ Vedi r Uittoin des .Valhèmaliquet pari. III. lib. ili. n. 5. 

Yoggansi le noie in line del volume , uc' luoghi corrL^pouienli . 
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estendere ” : ma non era ancora giunta l’epoca che 
ciò venisse a perfezione ridotto. 

Scipione del Ferro, al dir di Cardano ” , fu il 
primo , che dando un passo più in là degli altri i- 
taliani, che Io avevano preceduto, rinvenne la solu- 
zione di un caso particolare delle equazioni del ter- 
zo grado , quello, cioè , che secondo la nostra ma- 
niera sarebbe espresso da a:’+ px = q\e che col lin- 
guaggio di allora si sarebbe detto capitolo di cosa e 
cubo eguale a numero , dinotando x la cosa,, cioè 
r incognita del problema, x’ il cubo di essa , e <7 il 
ni/iwero.Ed ei palesò questo suo trovato al suo di- 
scepolo Maria-Antonio del Fiore, e questi per Iat- 
tanza di tal possesso spinse Nicola Tartaglia brescia- 
no, uomo dotato di grandi cognizioni e di profondo 
ingegno, ma irritabile all’eccesso e vanaglorioso, a 
ricercar la soluzione generale delle equazioni di ter- 
zo grado, nel che riesci felicemente j sicché la scien- 
za restò per le loro illustri contese grandemente am- 
pliata . Superbo il Tartaglia di tal trovato , che di 
gran lunga superava il metodo posseduto da del 
7^/ore, gli propose la solenne disfida di doversi scam- 
bievolmente proporre trenta quistioni , a patto che 
colui il quale ne avrebbe risoluto più gran nume- 
ro avrebbe guadagnata la disfida. Questa ebbe luo- 
go , e siccome il del Fiore non possedeva il metodo 

" Summa de ;tnV.pag.83, 84 Trattato di num.e mii.part .U 
lib. VII. pag.109 - Art Magna cap.xxxi. , e cap. xx. de reg.Atiza. 

" Art Magna lib. I. 
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della soluzione generale delle equazioni di terzo gra- 
do, e che Tartaglia ebbe accortezza di far cadere le 
quistioni da lui proposte ne’ casi non conosciuti dal 
rivale , così costui nessuna potè risolverne, mentre 
al contrario tutte quelle da lui proposte furono nel 
brevissimo intervallo di poche ore risolute dal Tar- 
taglia , che non volle però generosamente ricevere il 
premio convenuto Questi però custodi con gran 
secreto la sua invenzione , che desiderava com’ ei 
stesso dice, perfezionare, e pubblicare , quando gli 
sarebbe tornato a comodo : ma essendosi fatto per- 
suadere dalle replicate preghiere del Cardano , non 
senza ripetuti giuramenti, che non 1 ’ avrebbe ad al- 
tri fatta conoscere , e molto meno resa pubblica in 
alcuna sua opera, s’indusse finalmente a comunicar- 
gli un capitolo in cattiva rima , nel quale egli aveva 
compresa tal regola, per poterla così più facilmen- 
te ritenere a memoria . Ma Cardano mancando al 
patto giurato diede fuori , dopo poco tempo , que- 
sta generai soluzione delle equazioni dei terzo gra- 
do , avendola pubblicata nella sua Ars Magna nel 
1 545 , ond’ è che gli analisti posteriori , grati per 

tal riguardo più al Cardano, che al Tartaglia, l'han- 


Chi desideraaie an' eatesa notizia di tutta questa contesa dotta , 
patri riscontrare il lib.IX. de' QuttUi del Tartaglia ; o pure leggerla 
piò brevemente , ma con distinzione grandissima riportata dal Cossa- 
li , nel cap. ii. voi. I. della sua più volto citala opera. 

** Tutto quest’ altro procedimento potrà riscontrarsi presso il Tar- 
taglia nella storia di ciò premessa a' libri XXXIV e XXXV. de’ suoi 
Queliti , e presso il Cessali nel luogo qui sopra citato . 
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no sempre denominala forinola Cardanica, sebbe* 
ne a rigore dovrebbe dirsi Tartagliarla. Non è perù 
che Cardano avesse lasciato questo argomento senza 
aggiugnervi ; mentre a lui dobbiamo la conoscenza 
del caso irreducibile dello equazioni del terzo g'radoj 
il risolvimento di talune equazioni cubiche che ca- 
devano in questo caso j ed i primi tentativi per ve- 
dere se con altro metodo di risoluzione potesse evi- 
tarsi siffatto sconcio : ma al Bombelli era serba- 
to mostrare, esser le radici delle equazioni cubiche 
per tal caso tutte reali , e’I modo da converlirvele. 
E queste ricerche fan vedere , che delle radici ila 
noi dette immaginarie , si aveva già conoscenza in 
Algebra a’ tempi di Cardano 
Dato il passo della risoluzione delle equazioni del 
terzo grado, fu esso a poca distanza di tempo segui- 
to dallo scioglimento di quelle del quarto, per ope- 
ra di Luigi Ferrari discepolo del Cardano^ la quale 
altra importante scopertafu pure risultamento di un 
problema proposto a disfida da un tal Giovanni Cella. 

Tulle queste grandi ricerche fatte dagl’ italiani 
mostrano abbastanza a chiunque , eh’ essi dovette- 
ro conoscere il calcolo delle quantità irrazionali , 
senza del quale non mai tanto addentro avrebbero 
potuto penetrare nella natura e maneggiamento del- 

Card, de RegtUa Alita { irruolubili ) — Cossali : Orìgini , ira- 
ipcrto , ee. cap. ix. 

Vrgg. a lai proposito le note a diversi §§. del lib. Ili , io Gne del 
presente volume. 
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le equazioni composte , ed in quella delle loro 
dici. E ciò avrebbe dovuto bastare a rendere accor* 

10 il Gua-de-Malves di non pronunziare con tan- 
ta asseveranza , che nell’ Algebra del Bombelli > la 
quale uscì alla luce ad uso delle scuole d’ Italia nel 
iSSq , e eh’ è il primo trattato di tal genere che 
abbiasi, siasi veduto per la prima volta comparire 

11 calcolo de’ radicali . £ ’l Montucla , nè men fa- 
cendo a ciò attenzione ^ ha ripetuto lo stesso erro- 
re del suo compatriota , quantunque egli , che da 
se medesimo ci si annunzia come ardente ed esat- 
to ricercatore e scrutatore delle opere degl’ italiani, 
non avrebbe dovuto ignorare , che Lionardo Pisa- 
no già quattro secoli prima del Bombelli, nel capi- 
tolo XIV deir Abbaco manoscritto , trattò il calco- 
lo de’ radicali semplici e composti ^ che fra Luca 
v’ impiegò i trattati ii e iti della Distinzione Vili 
della Summa de Aritmetica , etc„ j che Tartaglia 
ne trattò anche a disteso ne’libri ut, v, %ed xi del- 
la parte II. del General trattato di pesi e misure \ 
e finalmente che Cardano se ne occupò pure dif- 
fusamente neir.(^r5 Magna ArithmeticesJ^ fin del- 
le radici universali , conosciate da fra Luca sotto 
il nome di legate , e così pur chiamate da Tarta- 
glia e Cardano, avevan prima quello , ed indi que- 
sti altri trattato. 

L’ opera del Bombelli di cui poc’ anzi abbiamo 


1S72 lecoode Cottali , pag. CO voi. I. 


Digitized by Googte 


aie analisi algebrica 2 tx 

falla menzione , oltre le regole di Algebia degli a- 
rabi, contiene tutte le ricerche del Cardano, e quelle- 
del Ferrari intorno la soluzione delle equazioni di 
terzo e quarto grado ; e quant’ altro si era opera- 
to su questo argomento , fino all’ epoca in cui egli 
pubblicò tal suo libro . Di tal che da esso è facile 
giudicare , che in meno di mezzo secolo la scienza 
algebrica fece in Italia i più grandi progressi, essen- 
dosi compiuta la soluzione delle equazioni di ter- 
zo e quarto grado, vale a dire fatto quanto era pos- 
sibile per k soluzione compiuta delle equazioni nu- 
meriche ^ gittate le fondamenta della teorica gene- 
rale delle equazioni , con le tante verità intorno la 
satura delle loro radici ritrovate dal Cardano; ed 
essersi- in somma ridotta questa a tale stato , da po- 
ter le ricerche ulteriori che la riguaedano esser fa- 
cilmente condotte innauzi da altri. 11 Bombelli, co- 
me si è detto, terminò le ricerche sul axso. irreduci-' 
bile , e diede una compiuta calcolazione de’ radica- 
li immaginali 

La prossimità di teiTÌloria,Ie continue incursioni 
che i francesi facevano in diversi luoghi d’ Italia , 
de’ quali tennero per qualche tempo la dominazio- 
ne , il commerciar con gl'italiani, e I’ influenza re- 
ligiosa che attivamente a quell’ epoca esercitava la 
Corte di Roma sulla Francia, fccerosi cluj le scien- 
ze presso uoi cominciate a rinascete , e con buon 


’* Vi-ggaini.Ic noie in fiiic del volinne. 
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successo coltivate , ivi prima di ogni altro luogo si 
trapiantassero con buon successo . Francesco Vie- 
ta , dotato di mollissima penetrazione d’ inge- 
no , di grande attitudine al travaglio , e di una so- 
lida istruzione , a njalgrado la sua carriera politi- 
ca , e le sue occupazioni d’ impiego , coltivò le Ma- 
tematiche , alle quali fu utilissimo . Tralasciando 
qui il dire delle sue ricerche geometriche e trigo- 
nometriche, r Analisi moderna gli dee l'uso più ge- 
nerale delle lettere per dinotar le quantità ne’ pro- 
blemi aritmetici , passo importantissimo pe’ pro- 
gressi ulteriori di questa scienza , che prese da lui 
in poi il nome di speciosa , o simbolica , distin- 
guendosi interamente dall’ antica , che tutta la for- 
ma aveva conservata della volgare Aritmetica , e 
di aver alquanto esteso quello de’ segni . Ripigliò 
egli pure , e prolungò la dottrina delle trasforma- 
zioni delle equazioni già introdotta dal Cardano^', 


’’ Nato ili Fonlaiiainel Puilou, verso il liiiO , e morto in Parigi ne! 

iroa. 

*’ L' introduzione delle Ietterò per indicare universalmente le gran- 
dezze oltre ad avere uii lipo anche presso Euclide , come si è detto nel 
(’iscor^o prWi'minare alla nostra csposizionodegli Elementi di e«so . os- 
fcei'vavasi più luanirestainenle presso Diofanto ; o nelle opere del Tar- 
t.iglia e del Cardano non pur si ravvisano le solo tracco di Analisi spe- 
ciosa . ma vi si ritrova di Tatto indicata la via ; sicché a giusto titolo 
non deesi esser tenuti al Vieta , che di esser passato dagli esempi par- 
ticolari al generale, di aver data la regola di usar de'simboli , e piantato 
il cosliinie per essi. ,Vé tampoco gli si devo l' invenzione de'segni, men- 
ile ci attesta egli stesso che il -f- ed il — cran conosciuti prima di lui. 

La trasformazione delle equazioni attribuita al Vieta dal Gua de 
Malve» è opera del Cardano , ed è pur del Cardano la ricerca dello ra- 
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come si è di sopra accennato ; e quindi stabilì la 
regola per la preparazione dette equazioni , eh’ è il 
fondamento dèi maneggio di esse. Non bisogna però 
attribuirgli, come fa il Montucla, per nuova manie- 
ra, la formda eh’ egli esibì per la risoluzione delle 
equazioni del terzo grado , essendo questa , come 
mostreremo a suo luogo, una facile riduzione della 
formola Cardanica . £ simile al metodo del Fer- 
rari, ed in ciò conviene lo stesso Montucla, fu quel- 
lo , ch’egli propose per lo scioglimento delle equa- 
zioni del quarto grado . Aggiunse ancora a siffatte 
ricerche i tentativi pel maneggio delle equazioni di 
tutt’ i gradi, ch’espose nel suo trattato : De nume-^ 
rosa polestatum rem/ut/one, da’quali vennero spia- 
ti in seguito altri analisti a trattare con miglior suc- 
cesso lo stesso argomento . Cercò ancor egli di e- 
stendere la ricerca delle radici delie equazioni per 
approssimazione già cominciata dal Cardano 
11 perfezionamento della scienza algebrica para- 


fici irrazionali di an'equaiione per approasimazione ; e certamente, ohe 
ae il Montucla avease avuta la pazienza di riscontrar la ragota aurea del 
Cardano.che riguarda quest'oggetto, non avrebbe asserito nella part.lll 
Iib.li n. 2 della sua ttoria delle Matemaliche, che Vieta d le premier ra- 
couru aux afpnximaltons , ioti patir let é^ualiont du Iroiiieme et qua- 
trieme degret, toU pour let degret luperieurt. Nè è opera del Vieta l' ar- 
tifizio di trasformare le equazioui completo in altre mancanti del se- 
condo termine , artifizio che scintillò sicuramente al più tardi I' anno 
15^1 nella mente di Tartaglia , ed in pieno fulgore spuntò poi all' in- 
telletto di Cardano I' anno IS&l, nella sua Art Magna. 

*’ Note in fine del volume. 

Vedi Card, ilri Magna — de rtgiUa aurea , e Costali voi. 11. 
cap. VI. pari. 2. 
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mente istrumentale, non poteva non ispirare l’idea 
(li vederne 1’ uso, che nella sola Geometria poteva 
a quell’epoca farsene. Già Diofanto ne aveva dato il 
segno nel Hb. VP Arithmeticorum, e fra Luca più 
manifesta.mente,e con più estensione usandone ave- 
va dati esempi di tale applicazione, da 'quali Regio- 
montano aveva desunto ciò che posteriormente ve- 
desi da lui fatto in tal genere, come nel Saggio sio~ 
rico premesso alla Trigonometria abbiamo accenna- 
to ^ e Tartaglia aveva ancor dati esempi di costru- 
zione de’ risultamenti de’ problemi geometrici im- 
perfettamente , come allor si poteva , con 1’ anali- 
si algebrica risoluti. Nè si erano quest’ italiani,pri- 
mi promotori di tale applicazione, limitati a’soli pro- 
blemi di 1° e a° grado, ma ne avevano ancor trattati 
de’ derivativi dal 4°; ed il Vieta , calcando queste 
orme ben segnate, rese più regolare una tale appli- 
cazione, che dal Cartesio doveva poi ricevere il suo 
compimento, come tra poco diremo. 

All’ incirca i tempi del Vieta , Quglielmo Oug- 
tbred trattava in Inghilterra alcune delle stesse 
ricerche algebriche , o algebrico-geometriche , tal 
che la formazione delle potenze, \e formole per le^e- 
zioni angolari, \& costruzione delle equazioni, j 

ma le sue investigazioni non oltrepassavano i limiti 
elementari, nè eccedevano quelli già segnati dall'a- 
nalista francese , quantunque non fossero prive di 

** Nata aél 1573 , mortane) 1660. 

^ Vegg. la sua Clava Gtomtirica , e gli Oputcula^ 
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ttierito, ed utili a'progressi della scienzada qual cosa 
le fece, per alcun tempo , riguardar come classiche 
nelIeUniversità d’Itighilterra,e fece più volte ristami 
pare, dopo la mòrte dell’autore , i suoi Opuscula. 

A questa stessa epoca 1’ Inghilterra vedeva anche 
sorgere in seno ad essa un uomo di merito distin- 
tissimo , che preparava nuovi aumenti ed assai im- 
portanti alla scienza algebrica , era questi Toma- 
so Harriot , cui deesi principalmente l’ importan- 
te scoperta della natura e della formazione delle e- 
qu azioni abbozzata dagli analisti precedenti , e che 
dee riguardarsi come pietra fondamentale di quel 
vasto edifizio , che su questo argomento doveva e- 
levarsi dagli analisti posteriori. Ma siffatto suo tro- 
valo non vide la luce , che dieci anni dopo la di 
lui morte, nell'opera pubblicata in Londra nel i63i 
col titolo di Artis anaìyticae praxis.Ya questo ana- 
lista il primo a considerarle equazioni trasportan- 
done tutt’ i termini in un membro , e quindi come 
ridotte a zero , la qual forma è quella adatta a far- 
ne meglio conoscere le radici , o ì fattori commen- 
surabili ; ma egli non giunse a vedere tutto il van- 
taggio che poteasi trarre da tal cambiamento di for- 
ma da lui attribuito alle equazioni , e non servisse- 
Ue che in qualche caso . È però da questa consi- 
derazione eh’ ei trasse 1’ altra di vedere , che un’ e- 
quazione composta ridotta a zero doveva risultare 


'* Nato in Oxford nel 1560. 
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dal prodolto di tanti fattori semplici ridotti ognuno 
a zero , quante erano le unità comprese nel grado 
di queir equazione , scoperta che illustra gran- 
demente il nome dell’ Harriot , e che rischiarò la 
natura de’ problemi, rendendola connessa con la lo- 
ro equazione caratteristica. Da queste dottrine del- 
r Harriot emanarano come immediate conseguenze, 
che ogni equazione di grado impari dovesse avere 
almeno una sola radice reale j che le radici immagi- 
narie dovevano sempre combinarsi a paja a paja , 
ed esser di forma determinata^ che i coefficienti de’ 
termini di un’equazione dovevano comporsi con una 
legge costante dalle sue radici ^ e se queste erano 
reali una legge costante doveva anche regolarne i se- 
gni . Finalmente che ciascuna radice di un’ equa- 
zione doveva essere esatto divisore dell’ ultimo ter- 
mine di essa. L’Harriot introdusse anche l’ uso del- 
le lettere piccole per dinotar le quantità algebriche, 
invece delle grandi che prima adoperavansi. Ma se 
considerisi ciò che precedentemente da noi si è det- 
to, troverassi, che abbia avuto torto il Wallis di at- 
tribuirgli il metodo delle trasformazioni delle equa- 
zioni, per liberarle dal secondo termine , o da’ frat- 
ti , o dagli irrazionali ^ la conoscenza delle tre radi- 
ci reali nel caso irreducibile , ed altre ricerche delle 
quali è anche più ovvio che si debba la conoscen- 
za àgi’ italiani. 

’’ Il Cardano l' aveva già avvertito per le equazioni di tene grado 
( Vtg, It Ofol* in line del volume J , 
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L’ Olanda volle anche contribuire la sua parte 
alle ricerche sulle equazioni numeriche , ed il suo 
cittadino ÀlbertoGirard diede una più chiara nozio- 
ne delle radici negative, nel libro intitolato Inveri- 
tion nouvelle en Algebre , pubblicato nel 1629. Di- 
mostrò pure, che nelle equazioni cubiche compre- 
se nel caso irreducibile , dovevano necessariamente 
esservi due radici positive ed una negativa, o al con- 
trarioj c stabilì in tale opera alcune altre dottrine, 
riguardanti la Geometria analitica . 

Tanti lavori nella scienza pura algebrica , e nel- 
l’applicazione di essa alla Geometria , già sufficien- 
temente innanzi prodotta, prepararono la strada al 
Cartesio , uno de’ più grandi uomini eh’ ebbe la 
Francia a quest' epoca , ed al quale le Matemati- 
che debbon moltissimo, a perfezionar tali corse, on- 
d’ è che gli dobbiamo 1’ uso di scrivere le potenze 
co’ loro esponenti numerici , maniera di grandissi- 
ma abbreviazione e comodità nel calcolo algebri- 
co, e lo sviluppo della natura e dell’uso delle radi- 
ci , tauto ne’ problemi geometrici , che aritmetici . 
Cominciò egli in oltre a considerare le quantità ne- 
gative , come uno stato contrario alle positive ; ed 
aggiunse alle ricerche fatte dall’ Harriot la bellissi- 
ma regola di conoscere in un’ equazione quante po- 
tessero essere le radici positive e quante le negative. 
Finalmente introdusse nell’ Analisi moderna il me- 
todo de’ coefficienti indeterminati, che di tanto van- 

’* Nativo di Turena , mori in Parigi nel 1650 in età di Si anni. 
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Inggio r è sialo in seguito . E per quello che rigtiar- 
<Ia l'applicazione dell’Algebra alla Geomelria, diede 
il nielododi rappresentar convenevolmente per un’e- 
quazione una qualunque Zoca/e, dinotata da una pro- 
prietà geometrica, ed aprì la strada a’ geometri po- 
steriori di trattare col calcolo le ricerche sulle linee 
curve; il che di quanto vantaggio sia stato alla Geo- 
metria presso i moderni non v’ ha al presente alcu- 
no che lo ignori . Finalmente completò la dottrina 
delle equazioni geometriche del terzo e del quarto 
grado con la famosa costruzione di esse, eh’ è il so- 
lo trovato de' moderni in tal genere da stare a fron- 
te , ed ancor superare la Geometria greca. 

Un altro illustre matematico ci si presenta con- 
temporaneo del Cartesio , che si distinse non sola- 
mente in ricerche geometriche ; ma ancora in quel- 
le di Analisi pura ': è questi il Fermai . Le sue 
ricerche dì questo genere consistono nella risoluzio- 
ne di ciò eh’ egli chiama uguaglianze doppie , tri~ 
pie, ec., cioè delle equazioni a due, tre o più inco- 
gnite corrispondenti a’problemi determinati; e quin- 
di per questa parte conviene considerarlo come il 
primo ad esporre un metodo generale per le elimi- 
ìtazioni , eh’ egli applicò all’ importante problema 
di liberare un’equazione da qualunque irrazionali- 
tà , o asimmetria , come allora costumavasi dire . 
Le sue opere sono piene di problemi aritmetici assai 
dilUciii, da lui elegantemente risoluti ; ed è fuor di 

Nato io Tolosa al cominciar del secolo xtii. 
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dubbio , che messa da banda la felice applicazione 
dell’ Algebra alla Geometria , operata dal Cartesio ^ 
egli poteva stare allo stesso rango con questo , col 
quale si misurò in più rincontri ^ ed entrò diverse 
volte in disputa. 

La strettezza de’ limiti di questo breve saggia 
storico premesso ad un libro elementare , c’ ini|)e- 
disce di far qui menzione di molti , che coltivara- 
no con successo la scienza dell’ Algebra nel xvii“. 
secolo, in Olanda, in Francia, in Inghilterra, nella 
Germania , nella Danimarca , nelle Spagne , ed in 
Italia, che lungo sarebbe enumerarli tutti, ed odio- 
so il tralasciarne alcuno j e starà bene che chi sia 
curioso conoscerne i nomi e le opere legga il Mou- 
tucla , nella pari. lY. lib, «..della sua Storia dello 
Matematiche , verso la fine . 

La giusta celebrità del nome dell’ autore, i graji- 
di servigi da lui resi alle Matematiche in generale , 
e la singolarità assoluta del di lui merito non ])er- 
mettono però che si tralasci di dir qui brevemente 
dell’ ArithmcticaUniversalisy dal Newton compo- 
sta ad uso delle sue lezioni nella cattedra di Mate- 
matiche , che tenne nell’ Università di Cambridge,, 
cedutagli dal suo maestroBarrow '^’, della quale isti- 
tuzione servivansi già in Inghilterra nelle scuole da 
ben trent’anni, senza che alcuno prima del 1 707 a- 
\esse pensato a renderla pubblica, come avvenne a 


Una tal cattedra , perchè rondata dal Lucus chiamasi Lucuiianu, 
e professore tneatiano (|uelto che h sosteneva. 
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quest’ epoca , senza saputa deli’ autore , e mal sof- 
frendo egli , che venisse stampato un trattato da 
lui composto a solo uso d’istruzione privata pe’suoi 
allievi . 11 pubblico però avendolo bene accolto , 
come conveniva al nome di un tanto uomo , cd al 
merito reale dell’ opera, non fu il Newton in segui- 
to scontento di tal pubblicazione j sicché nel ripro- 
dursi in Londra nel «722 , dee supporsi, quantun- 
que non vi si dica , che dovè porvi la sua mano in 
perfezionarlo , se rignardinsi gli aumenti importan- 
ti, e le c-orrezioni fattevi, che non possono ad altro 
che a lui attribuirsi. Una tale opera è distinta in due 
parti , delle quali 1’ una riguarda il calcolo algebri- 
co j r altra 1 ’ applicazione di esso alla Geometria . 
U per ciò che riguarda 1 ’ Analisi pura, si ravvisa la 
inano del grand’ uomo nella semplicità , e chiarezza 
come vi sono recate le teoriche di Algebra le più. 
elementari, le quali veggonsi sempre esposte in mo- 
do da far procedere parallelamente l’Aritmetica vol- 
gare e la speciosa 5 e da f:r conoscere ad evidenza 
in che differiscasi 1 ’ una dall’ altra. Vi è in oltre re- 
cato il metodo della riduzione de' radicali a piu sem- 
plici, per r estrazione di radice j trattata la dottri- 
na delle eliminazioni con 1’ applicazione di essa a 
liberar da’ radicali un’ equazione j ed esposto il me- 
todo della risoluzione de’ problemi sieno aritmetici, 
sieno geometrici , con talune regole a proposito per 
ottener I’ equazione ad essi la più semplice, e quin- 
di la piu adatta all’ eleganza della soluzione . Gli e- 
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sempi , e k quistioni che vi si recano , sono scek 
ti (la non solamente rischiarar le dottrine stabilite , 
e che con essi si volevano illustrare^ ma ancora |>er 
dar luogo a nuovi avvertimenti o precetti, in som- 
ma questo libro', oltre all’ aver data la prima spinta 
a trattare con miglior metodo e maggior estensione 
1 ’ Àlgebra , non ostante i progressi di questa , ed i 
molti libri d’istituzione che se ne sieno scritti poste- 
riormente da sommi analisti , non intendendo qui 
parlar di quelli che a folla pubblicansi da parecchi 
anni a questa parte , da persone poco atte a tal la- 
voro , e talune ancora poco intelligenti nella scien- 
za algebrica , continua a tenere il primo rango tra 
le opere di tal genere , ed il terrà sempre : nè ciò 
pel nome dell’ autore , ma per 1’ utilità grande di 
cui è a chiunque vuol coltivare 1 ’ Analisi pura , e 
l’applicata alla Geometria . Diverse edizioni furo- 
no fatte di un tal libro in breve tempo in Inghilter- 
ra j e nei continente si vide pubblicato , per la pri- 
ma volta nel , in Leyden , per cura del Gra- 
vesande , il quale precedentemente nel 1737 si era 
limitato a darne alcuni chiarimenti , nell'opera che 
diede fuori col titolo di Matlieseos universalis Eie- 
menta , quibus accedunt specimina commentarii in 
Arithmelicam Universalem Newtoni . Finalmente 
di nuovo , arricchita di dotti coment! da Giov. Ca- 
stillon di Berlino , uscì alla luce per le stampe di 
Amsterdam nel 1 761 , nella quale edizione, dal dot- 
tissimo comentalore si trovano in Gne recate^le ri- 
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cerche fatte dal Maclaurin,dal Camphell,e dall’Hal- 
ley , tre distintissimi discepoli del Newton , per e- 
stendere e perfezionar quelle intorno la soluzione e 
costruzione delle equazioni, esposte dal loro mae- 
stro, estraendole dalle Transazioni filosofiche^ ove 
avevano meritato di essere inserite. 

Dopo quest’ epoca felicissima per le Matemati- 
che , pe’ molti sommi uomini che le coltivarono 
e fecero progredire , e per le grandi scoperte che 
si fecero nell’ Analisi moderna ^ si videro uscire in 
luce molte opere , che meritano essere qui almeno 
accennate , perchè tuttavia utilissime alla scienza ; 
tali sono , per dir le principalissime, il Trattato di 
Algebra del Maclaurin, che fu sempre intento a da- 
re maggior luce e sviluppo alle dottrine delNewton, 
l’altro del Saunderson , la Scienza del Calcolo del 
Reyneau , gli Elementi di Algebra di Clairaut , e 
le Instituzioni Analitiche della nostra italiana Ma- 
ria Gaetana Agnesi , scritte con ammirabile chia- 
rezza, e con bell’ordine, delle quali la parte che ri- 
guarda X Analisi degl' infiniti, sia qui detto di pas- 
saggio, fu tradotta dal Bossut per servir di libro e- 
lementare nelle 'scuole di Francia A questi biso- 


Questa illustro donna italiana , non solo , qual novella Ippazia , 
coltivò con grandissima utilità lo Matematiche , ma con esempio unico 
polla storia delle scienze , le professò nell' Università di Bologna , inse- 
gnandovi le suo istituzioni , o formandovi una scuola. 

IH questa traduzione ne vidi una sola volta un esemplare nella li- 
tnìlatissima biblioteca del Pergola , i cui libri . dopo la di lui perdila 
fatale alla nostra scuola , essendo andati dispersi , nè avendone pur 
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gna anche aggiugnere le Instilutiones Analylicae 
del Riccati eSaladIni, eV Algebra del Frisi. Final- 
mente il nome stesso dell’autore , e quelli de’som- 
mi uomini che ne intrapresero la traduzione , e fe- 
cero eseguire la ristampa, sono bastanti titoli a mo- 
strare , che non debba tralasciarsi di far menzione 
degli Elementi di Algebra dall’ Eulero dettati in 
tedesco, quasi per passatempo,ed in tal lingua pub- 
blicati la prima volta , e che per chiarezza e ric- 
chezza di scelti problemi, ed elegantementi risoluti, 
non la cedono ad alcun altro di questo genere. 

Chiuderemo questo argomento, e le nostre ricer- 
che storiche intorno 1’ Algebra , con una breve a- 
nalisi di un altro libro classico in tale scienza, ope- 
ra di Luigi Lagrange piemontese. 

Da che l’Analisi pura cominciò ad essere arden- 
temente coltivata, non poteva essere a meno che le 
principali mire degli analisti fossero tutte rivolte a 
perfezionare i metodi per la risoluzione delle equa- 
zioni , o in maniera compiuta, o almeno da farne 
ottenere le radici con la maggiore approssimazione 
possibile . I volumi degli Atti delle principali ac- 
cademie di Europa erano pieni di lavori di questo 
genere di sommi uomini, e noi di taluni abbiamo già 
accennato di sopra. Il Newton non aveva tralascia- 
to di proporre i suoi tentativi , che procedevano 
sulla legge stessa del metodo tenuto dal Ferrari , 

potuto atere quelli che io gli aveva improotati , nou ao qual fato abbia 
avuto quell' esemplare . 
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per lo scioglimento delle equazioni del quarto gra- 
do ^ ma con meno felice successo. Il Leibnitz si era 
aneli' egli mollo ocoapato di quest’ importante og- 
getto per r Analisi moderna ^ ma quantunque da 
principio fosse restato molto contento del suocesso, 
per aver , oom’ egli diceva , ravvisata la strada da 
progredir al di là delle equazioni di terzo grado 
bisogna però credere, che in seguito l’avesse ricono- 
sciuto per illusorio j poiché non mai pubblicò que- 
sto suo metodo , nè i tentativi per esso . 11 Tschir- 
nhausen propose nel i683 alla R. A. di Berlino le 
sue TÌcerche , per ridurre a pura qualunque equa- 
zione, trasformandola in un’ altra nella quale sva- 
nissero tutt’ i termini intermedi della proposta : e 
queste sue investigazioni sono, al dir di Lagrange , 
giudiziose ed ingegnose j ma che non sostengonsi al 
di là del terzo e quarto grado . Nè tampoco altri 
analisti anteriori , o contemporanei a questo orano 
stati più felici. L’ Eulero, fatto per perfezionare o- 
gni ramo di Matematiche , se o’ era occupato per la 
sua parte j ma con tutto ciò questo argomento esi- 
geva ancora nuove cure , e nuovi aumenti . In tale 
stato di cose , chi lo aveva potuto , aveva cercato 
eggiugnervi qualche cosa del suo, rivolgendosi a’me- 
todi particolari ^ e 1’ Eulero stesso aveva il primo 
considerate le equazioni da lui dette reciproche. 

Nella quasi impossibilità di poter riescire a risol- 


Vegg. la lettera da lui Kritta al Collios — Comm. £/>ti<.pag.63, 
CS , e Co ediz. in 
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vere le equazioni di grado superiore al quarto l’ an- 
cora sacra erano i metodi di approssimazione, che, 
per altro , perfezionati sono quanto mai possa biso- 
gnare in tale argomento per gli usi algebrici j giac- 
ché i risultamenli che ottengonsi dal maneggio di 
un’equazione essendo involti di radicali , non altri- 
menti che per approssimazioni si potrebbe pur giu- 
gnere al valore dell’ incognita . Il Newton propose 
il primo su di ciò le sue ricerche ; ed il suo metodo, 
e quelli dell’ Halley, e del Raphson meritano tutta- 
via esser tenuti come i più generali . Giovanni Ber- 
noulli se n’ era anche occupato j il suo fratello 
Giacomo aveva dato un metodo grafico da rinve- 
nire per approssimazione le radici reali delle equa- 
zioni di terzo e quarto grado j e Tomaso Simpson , 
Daniele Bernoulli , ed altri avevano anche messa al- 
r opera la loro parte . Ma tutti questi lavori di uo- 
mini sì distinti non soddisfacevano ancor bene a’ 
desideri degli analisti, ed a’bisogni dell’analisi alge- 
brica . Tale era lo stato di questa per la risoluzione 
delle equazioni , quando 1’ illustre Lagrange prese 
a perfezionare ciascuna delle ricerche riguardanti 
siffatto argomento importantissimo , formando del 
suo lavoro di verse memorie, che presentò alla R.A. 
di Berlino , ne’ cui .Atti veggonsi pubblicate . Ma 
osservando poi che da queste risultava un compiuto 
trattato per le equazioni numeriche , ove i progres- 

Leel. Cale, InUg. Op. t. III. 

Atti di Lipsia an. 1C89, 

e 
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si de’ metodi iotorao ad esse vi si contenevano, rac- 
colse tali memorie , pubblicandole, non senza nuo- 
ve cure, nel 1808, col titolo di Traile de la résolu- 
tion des équations numériques’^ ilqual libro può an- 
cora considerarsi come il limite dove lo spirito uma- 
no abbia potuto giugnere in questo argomento ed 
è quello <be può segnare a chiunque osi correre in- 
nanzi in tal carriera il punto d’ onde partire : nè 
v’ ha ricerca cbe lo riguardi, cbe vi sia tralasciata , 
e che non sia generalmente e con estensione tratta- 
ta. In tal libro di fatto si espone la natura delle e- 
quazioni, e trattansi i metodi di ogni genere già pri- 
ma esistenti , odi suo. conio per risolverle , i ten- 
tativi per iscoprirue se mai fosse possibile de’ nuo- 
vi ; i diversi metodi di approssimazione, eie varie 
ricerche, che dal maneggio generale delle equazioni 
dipendono, o le considerazioni su taluni generi di e- 
quazioni , che potevansi sottoporre a metodi parti- 
colari di risolvimento. 

Il W aring celebre Analista inglese aggiunse ancor 
egli le sue meditazioni intorno le equazioni numeri- 
c lie in generrde ma nè egli , il cui metodo è ana- 
logo a quello proposto dall’ Eulero nelle memorie 
c.i Pietroburgo per 1 anno , nè altri, che han- 
no battuto la stessa strada , vi sono meglio riusciti 
di coloro che gli avevano preceduti. 

Nello noie in fine del presente trattalo verri, oTecnoveoga, indi- 
cato quei Unto che posteriormente vi si è aggiunto. 

<r \ fggaiisi le sue A/(di(a<ionis tUgibraitat , t le Irffiwaxsoiii fUt- 
lofiche per l’ anno 1779. 
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La dottrina delle eliminazioni , non ostante le fa* 
tiche di tanti illustri uomini , compreso il New- 
ton , l’Eulero , e ’l Lagrange , restava ancora im- 
perfettissima , e per la maggior parte de’ casi im- 
praticabile . 11 metodo di eliminazione successiva , 
per le equazioni di grado superiore , supponendole 
non più che tre , riusciva sì imperfetto , che il solo 
scambiar 1’ ordine del maneggiamento di esse, com- 
binando or la prima con la seconda , e poi con lu 
terza, per ottener così due equazioni con un’ inco- 
gnita di meno, o pure la prima con la seconda , e 
questa con la terza, o anche la prima con la terza, 
e questa con la seconda , bastava a dare equazioni 
eliminate di grado diverso : ciò eh’ è sufficiente a 
dimostrare quanta fosse l’inesattezza di un ul n>etu- 
do. Aggiungasi, ebe l’eliminata saltava con una rapi- 
dità indicibile a gradi spaventevoli, e superiori dì as- 
sai a quello che avrebbe dovuto avere per la natura 
delle equazioni proposte , se il metodo di elimina- 
zione fosse stato proprio, e non inducente in fatto- 
ri alteranti 1’ eUininata : di tal che con quattro c- 
quazioni di secondo grada a quattro incognite si 
saltava ad un’eliminata del a 56° grado , mentre es- 
sa dovrebbe essere del lò* j e seie quattro equa- 
zioni fossero state del terzo grado , 1’ eliminata sa- 
rebbe montata al grado 656i°, mentre dovrebbe es- 
sere dell’ 8i°. Siffatti gravissimi inconvenienti spin- 
sero il distinto analista francese Bezout, ad occupar- 
si seriamente de’ melodi di eliminazione, a conosce- 
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re i difetti di essi, ed a ricercare i mezzi di ovviar- 
vi . Egli riuscì a stabilire direttamente il grado del- 
r eliminata , quando potesse ottenersi libera da fat- 
tori inutili , mostrando poter questi solamente e- 
vitarsi quando le equazioni proposte si fossero con- 
siderate tutte ad un tratto, nel modo eh’ egli asse- 
gna, che non è qui luogo di esporre : e tutte que- 
ste ricerche vennero da lui ordinate nell’ elabora- 
tissima opera : Thèorie génerale des équations al- 
gebriques , che pubblicò in Parigi nel 177910 un 
voi. in 4°) la quale tuttavia conserva il rango di 
classica in questo difficile ed importante argomento. 

Occasione del presente mio lavoro. 

Dopo la breve esposizione dell’origine, e de’ pro- 
gressi dell’ Algebra , per quanto poteva riguarda- 
re la parte di essa che trattasi nel presente volume’, 
non voglio tralasciare di discolparmi col pubblico 
per avergli ancor io dato un libro elementare in que- 
sto genere. Dirò dunque primieramente che essen- 
do passato nel i8o6 , in quell’ ibrida organizza- 
zione eh’ ebbe luogo nella nostra Università degli 
studi , dalla cattedra di Sintesi , che vi aveva so- 
stenuta per ben tre anni, a quella di Analisi ele- 
mentare, dovei , secondo l’antico sistema di quel- 
lo stabilimento cospicuo, compiere il trattato MS. 
ad uso delle mie lezioni Fu questa la prima im- 
periosa ragione a jiorvi mano , in tempo per altro 

** Nella Doitra Università antica I' ora di lezione era divisa in mez. 
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che non v’ era quella folla d’ islltazioni che ora si 
hanno , compilale senza un piauo prima stabilito , 
eenz’ ordine, e senza scelta , se pure non sieno pie- 
ne di positivi errori . Il solo libro ottimo in questo 
genere che possedesse l'Italia, e del quale preceden- 
temente mi era talvolta servito nello studio priva- 
to, quando non poteva adoperarvi i MSS. del Per- 
gola , essendo il corso analitico del prof. Paoli di 
Pisa , che nè pur ora va dimenticato , come con 
dolore osservo avvenire nel suo stesso paese. Creb- 
be l’incentivo a compiere il mio lavoro allorché po- 
co tempo dopo mi venne ingiunto dal governo di 
ordinare un Corso d’istituzioni matematiche ad uso 
de collegi e Ucci del regno , come e stalo già det- 
to nel discorso preliminare al Corso geometrico , 
e che il Pergola volendo incoraggiarmi , sebbene 
avesse egli da gran tempo 1 suoi Elementi di Al- 
gebra , che nel 1800 aveva pur l’ultiraa volta rive- 
duti, restìo com’era a pubblicare i suoi esatti e di- 
ligenti lavori, che tanto utile hanno recato alla gio- 
ventù napoletana, ed a’progressi delle Matematiche, 
propose che si adottassero i miei, contentandosi, che 
poi venissero continuati dal suo elaboratissimo trat- 

z’ ora per dettarsi a’ giovani il trattato , e inexz' ora per U spiega , ol- 
tre quel tempo che impiegavasi dopo le lezioni per le diflìcollà che da- 
gli studeoli proponcvansi a’ professori fuori la cattedra . E voletasi che 
il trattato fosu MS. , perchè il professore potesse tenerlo sempre al 
corrente de' nuovi progressi della scienza ; il qual sistema è ora , sco- 
nosciutosi il vero scopo della nostra Uoiversitè.di essere una pura scuo- 
la di perfezionamento, andato in disuso , insieme a tanti buoni e digni- 
tosi che ve n' erano . 
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tato di Analisi degl infiniti. Ma le mie altre occu- 
pazioni di allora , anche per la compilazione della 
parte geometrica di quel Corro, non avendomi per- 
messo di attendere ancora a questa , si rimase cosi 
la faccenda fino al 1 8 1 1 , alla quale epoca essendosi 
fondata in Napoli la Scuola politecnica, e que’ pro- 
fessori avendo proposta pe’ loro allievi la traduzione 
di un corso elementare francese assai iropare all’ isti- 
tuzione che dovevanvi ricevere il generai Tugny, 
che teneva allora il ministero di Guerra e Marina, 
ricevuta con sorpresa siffatta proposta , dirigendosi 
a chiederne parere alla R.A. delle Scienze, più vol- 
te ripeteva nella sua lettera , desiderar egli che la 
scuola politecnica napoletana fosse istruita su di un 
Corso nazionale . Sublime pensamento di uno 
straniero, da far vergognar coloro tra noi che ora 
non riconoscono altre istituzioni che da questi ; e 
mentre noi per lo passato , come il resto dell’ Ita- 
lia, non avevamo avuto bisogno di ricorrere a stra- 
nieri ajuti , ci vediamo adesso assoggettati ad un si- 
stema d’ istituir la gioventù a partito, che non sa di 
nulla , e che tal volta l’ obbliga a prima apprende- 

** Il Cono detto di BtUavmt, ad um delle scuote militari di linea 
per r impero Trancese , stabilite in Sainl-Cyr. 

Ecco le proprie sue parole su ta I proposito : »Tra i Corti materna- 
» tiei di autori natiooali ve ne sarebbe forse uoo adottabile nella scuo* 
a la Politecnica-militare di Napoli t Quello dei sig.Fergota precisameo- 

> te può rendersi completo per quest’ oggetto per tutto I' anno 1813. 
» Nella prevensione, che io amerei sempre, che gli alunni della tettola 
» Pobiteeniea-mililara di Napoli faeeutro i loro studi tu di un’ opera 

> itriita da un nazionale , te fa poitibilt. , 
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re il francese , come un tempo , e ragionevolmen- 
te doveva farsi della lingua Ialina , ormai troppo 
messa in non cale nelle scuole , principalmente da* 
giovani matematici \ da che avviene ancora che al 
presente y non potendosi leggere tutte quelle opere 
classiche di distinti uomini del passato secolo y si 
prendono spesso per nuove talune ricerche già trat- 
tate, di che vedrassene più di un esempio nelle no- 
te in fine del presente trattato 

queir ottimo statuale si limitò solo a queste 
sue lodevoiissirae intenzioni ; ma alcun tempo dopo 
abbandonando Napoli , per ritirarsi a menar vita 
tranquilla in sua casa , staccava dal ristretto pecu- 
lio, che una vita severa ed irreprensibile gli aveva- 
no procacciato , due. 800, ed al Pergola legavagli, 
perchè potesse cominciar la stampa del Corso di 
ualisi , pensando che di ciò fare 1’ impedisse la so- 
la mancanza de' mezzi pecuniari ^ scrivendogli la 
lettera , che per conservar la degna memoria di un 
sì generoso procedimento recherò in fine di questo 
discorso preliminare , insieme alle altre cose che 
vi ebber luogo seguentemente . E da ciò può ve- 
dersi , che fino all’ epoca del 181 4 presso noi desi- 
deravasi un buon Corso di inalisi algebrica , e 
quanto decentemente si pensasse al mezzo di prov- 

* 

*' È qo«3ta ancor la ragione del dispreizo che fanno Ulani nostri 
inaipieatucci delle opere degli antichi, nelle quali non sono siati islitai- 
li . ni poaaon leggere , mancando loro la conoscenza anche del linguag* 
gio UtùM io cui sono sUte tradotto , ed arricchite di buoni comeoti. 
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vederlo . Ma 1’ ultima spinta che determinommi 
a por mano alla stampa fola riforma della R.A. di 
i)/art'n<7 avvenuta nel 1817, alla quale ebbi molta 
parte , e che in poco tempo fruttificò grandémeote 
in vantaggio della gioventù del nostro paese , che 
destinavasi alla carriera del marej e deesi alla verti- 
gine politica del 1820, della quale ancor risentiamo 
i tristi effetti, attribuire il disastro di uno stabilimen- 
to che in poco tempo, e con tenne spesa aveva dati 
ottimi risultamenti , e ne prometteva maggiori. Si 
volle dunque allora che le istituzioni da porre nelle 
mani di que’ giovanetti fossero tutte a stampa j e 
però mi vidi costretto a ciò eseguire pel trattato di 
■Analisi algebrica. Nè però osai a dirittura pubbli- 
cai;lo, ma ne faceva distribuire i fogli ad essi , e ad 
altri di altre scuole italiane, ove ne fui richiesto 

** Poiché qui mi si presenta I' occasione non voglio tralasciare di 
far conoscere come il dotto generale Cam/n-sdon, quando si creò tra noi 
sotto la sua direzione un corpo di potili e itrade , che con pochi mezzi 
recò al paese più vantaggi di quelli, che con' grande dispendio se ne ot- 
tennero in appresso , Onoo produsse in brcvisaiiuo tempo ingenti fortu- 
ne , e ad esso aggiunse una ben limitata scuola , come alla speciaiiti di 
siniil corpo facoltativo si conviene, senza che conoscessumi, esentaal- 
Cunn prevenzione , ordinò che le istituzioni di- Gtomelria Dttcrittn* 
fossero quelle da me composte fin dal 1801 .perle scuole del Ge- 
nio e dell’ Artiglieria , e che furon poi pubblicate nel 1807 , per ordina 
del Governo ; che pure erano alTallo calcate su qiielle del’Motigè' , con 
avervi solamente rese più geometriche alcune dottrine , e semplifica- 
ta alcuna costruzione . 

Con questa occasione aggiunsi ancorasi Cono giotMtrko la rw- 
{^onomefrta tferica , e feci pur pubblicare da' distinti professori Greco , 
Marano, e Lampredi un Conodi (eUerafiint adattato e questo luogo 
d'istruzioae specialci del quale ne fa io brevissimo tempo esaorita l' e- 
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La fretta con la quale fu fatta questa stampa , 
in mezzo alle mie moltiplici occupazioni di allo> 
ra , vi fece correre non pochi errori , anche per e- 
spressioni algebriche j il quale sconcio quando una 
volta avvenga in libri di simil fatta , riesce ancor 
difGcile correggerlo del tutto nelle ristampe , prin- 
cipalmente quando l’autore non possa direttamen- 
te occuparsene : e però nelle seguenti tre edizioni 
non essendo interamente svanito , mi sono questa 
volta adoperato a tutto potere di emendarlo ; al che 
se non sarò pur adesso riuscito interamente, ne di- 
mando perdono per la mia età, e pe’ miei occhi de- 
fatigati non solo, ma per quelli ancora de’ miei ve- 
terani stampatori. Il nostro pubblico , che conosce 
come io lavoro assiduamente , e più che la mia età 
noi comporta , spero che in vista delle buone in- 
tenzioni verso di esso , e dell’ impegno che in una 
lunga carriera ho sempre dimostrato , di stabilire 
sempre più l’istituzione matematica presso noi, sen- 
za mai deviarne , per incentivi di miglioramento di 
vita che mi si fossero presentati, voglia condonarmi 
le imperfezioni delle quali potranno forse risentire 
que’ lavóri in non piccol numero della scuola napo- 
letana, che ora sto con dispendio impare alle mie for- 
ze pubblicando a suo vantaggio , e per decoro del 
nostro paese , per imperizia oltraggiato villanamen- 
te da’ suoi nazionali : F'ide temporunt iniquitatem ! 

dìtiona , e bisogod Carne ana seconda . che Cu pure estinta prima della 
sovTer alone di quello stabilimento , 

f 
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Messomi dunque la prima volta ad ordinare gli 
Clementi di Analisi algebrica , ecco il piano che 
mi proposi. 

Sebbene tutte le parti di un corso matematico 
mirino all’ invenzione , questa però vi riguarda con 
ispecialità grandissima , da che ad essa si è data da 
più di un illustre matematico il nome à\Analisi.\5a 
metodo dunque di deduzione o sia per isviluppo 
deve essere più proprio a tramandarne le dottrine, 
le quali avendo tra loro uno strettissimo nesso ri- 
mangono però per tal modo ancora rischiarate. A- 
dunquc si vede, che il metodo analitico sia più pro- 
prio ad un trattato di Analisi algebrica , che un 
pretto metodo sintetico, come ne usarono gli anali- 
sti principalmente italiani del XVir secolo, nel che 
r Eulero imitolli in tutte le sue moltiplici opere, e 
fu dal Pergola scrupolosamente seguito. Aggiungasi 
che, precisamente per quel nesso che si è detto, u- 
sando un tal metodo si è spesso neli’obbligo di trar- 
re da una proposizione principale molti corollari, la 
qual cosa per altro nel metodo geometrico è un di- 
fetto; e nel renderne enunciative le proposizioni che 
vi si contengono spesso allungasi di molto . D’ al- 
tronde ve n’ ha talune , che per ben ricordarle , e 
ridursele familiari bisogna renderle enunciative , e 
però esporle in forma di proposizioni o dimostrati- 
ve, odi ricerca. Mirando dunque a questo doppio 
scopo mi parve, che il miglior metodo a tenere per 
un corso di Analisi si fosse il misto , cioè trattan- 
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dovi le materie con metodo analitico, e per isvilup' 
po^ ma nel tempo stesso esponendo in forma di teo- 
remi certe verità principali, e fondamenta e princi- 
pii di una teorica, che deve poi svilupparsene : ed in 
questo sentimento mi ha sempre più confermato la 
faciltà con la quale ho veduto svolgersi le dottri- 
ne che doveva trattarvi , e la chiarezza che n’è risul- 
tata nell’ insegnamento. Ed in verità se ben si coor- 
sideri la cosa si troverà , che cosi abbiano pensato e 
pensino tutt’ i principali analisti j poiché altrimenti 
essi non avrebbero potuto indicare taluni principii 
fondamentali di Analisi algebrica , denominandoli 
teoremi dicendo^. e. il teorema, di Cartesio, di 
Newton , à\ di .Ahmlert ; il teorema di Taylor, il 
teorema di Maclaurin , di Cotes,ec^ Essi dunque 
ci hanno voluto così indicare , che tali verità do- 
vevano essere esposte in forma enunciativa. R, que- 
sto slesso sistema vi terrò nel vol.U. ove deU’ABalisi 
delle quantità indeterminate, e delle variabili biso- 
gnerà trattare.- Come poi il terzo e quarto volume , 
che riguarda \ Analisi degl' injiniti,i\ appartiene al 
Fergola, se non che dovrà esser completato ed in al- 
cuna parte perfezionato, al che spero vogliano coo- 
perarsi alcuni miei antichi allievi , ed ora distinti 
professori , cosi vedrò , quando saremo a tal caso , 
qual temperamento più convenga. 

Da ciò che ho detto rilevasi , che io non doveva 
cambiare di piano nelle ristampe, e che il libro do- 
veva per r oidiiiamenlo rimanere sempre lo siessot 
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non così per le dottrine j poiché 1’ Analisi algebrica 
non è come la Geometria elementare , che ha stret- 
ti e certi limiti segnali, negli Elementi di essa : ma 
come ha bisogno di estendere, e perfezionare le sue 
dottrine, dee però una istituzione di essa corrispon- 
dere allo stato di aumento cui la scienza è giunta . 
E questo, mercè i mezzi valevolissimi preparati da- 
gli analisti del passato secolo , ed i molti che ora la 
coltivano, si vede di giorno in giorno cambiare, ten- 
dendosi sempre a quel perfezionamento tanto desi- 
derato di essa , e tanto necessario aU’aumento del- 
le Matematiche in generale , e delle facoltà che ne 
dipendono j poiché a misura che si rettificheran- 
no, ed estenderanno i melodi algebrici, la Geometria 
si arricchirà di verità nuove , e di nuove costru- 
zioni, e la Meccanica in generale si perfezionerà non 
solo , ma si spianerà oltremodo la via a percorrer- 
la . L’ analisi algebrica è un’istrumento che il mate- 
matico adopra nelle sue ricerche , e non basta che 
sappia adoperarlo, ma bisogna che questo al miglior 
tempo non gli cada in difetto ; da che spesso avvie- 
ne che un’ analista debba abbandonar una ricerca 
ben avviata, e condotta fin quasi al termine, ed alla 
quale avendo impiegala molta fatica , nulla gliene 
rimane j sebbene in altre circostanze sia questo il 
mezzo da perfezionar la parte islrumentale dettan- 
done al bisogno i miglioramenti. 

Le ricerche trattate con metodo analitico ho poi 
cercalo scinderle in brevi paragrafi, sì perchè si ri- 
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levasse meglio da’giovani apprendenti ciò che in cia> 
scun di loro si vnol mostrare, e sì ancora perchè a- 
vendone bisogno in citarli, non si fosse obbligati kd 
andar rintracciando la citazione tra più còse,che in 
un lungo ragionamento si comprendevano . £ per 
tal ragione vedesi ancora recato in fine del presente 
discorso un’ indice minuto delle materie contenute 
sei presente trattato, per mezzo del quale sarà fa- 
cile a’ giovani rinvenirle all’ occorrenza. 

Che non si aspetti però alcuno di vedere in que- 
ste istituzioni compilati metodi a metodi, e ricerche 
a ricerche, senza discernimento , e senza critica. Io 
scrivo libro elementare , e questi debbono sempre 
aver limiti definiti, nesso necessario , e sceltezza di 
dottrine j ed essi avranno raggiunta la loro maggior 
perfezione possibile, quando pongano rapprendente 
nel caso di percorrere senza difficoltà le opere clas- 
siche della scienza nello stato cui è pervenuta, e ri- 
scontrare r immenso numero di memorie matema- 
tiche , che trovansi registrate ne’ volumi delle prin- 
cipali Accademie di Europa , o in altre dotte col- 
lezioni Ho voluto ciò notare , perchè mi avveg- 
go pur troppo che in questo attualmente si pecca 
gravemente , e che taluni poco accorti autori d’ i- 

Tra queste meritano un luogo distinto gli Annaìet det MatKimati- 
f «et , che pubblicaTansi dal Gergonne , e 1 Giomale di Malematicht 
che pubblicasi dal valente geometra di Berlino sig. CrtlU , nel quale 
veggoosi raccolti importanti lavori de' matematici principalmente tede< 
•chi , e sol dispiace cbe la più patto liano aerini in tal lingua. 
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filituzioni analitiche, e poco sperimentati debbo cre^ 
dere nell’ insegnamento, hanno creduto di produr- 
re un miglior libro ammassandovi maniere diverse 
tenute per una stessa ricerca, e talvolta prendendo 
ancora, e dando per diverse quelleche non erano che 
la stessa cambiata di veste , senza discernerlo. £d 
essi nel primo caso hanno non solo gravata la gio- 
ventù, ma r hanno gettata nella confusione , igno- 
rando questa il mezzo al quale convenga dare la pre-> 
feren/a j e nel secondo le hanno anche prodotto u- 
no spirito falso , o al manco reso sì leggiero il di- 
scernimento , da prendere per essenzialmente di- 
versa una semplice trasformazione . £ per questa 
ragione ho ancora tralasciato il prolungamento di 
talune ricerche , riportandone quel tanto , che per 
questo primo grado a percorrere il vasto campo del- 
r Analisi moderna era necessario j e questa volta 
ho ancor soppressa taluna cosa che nelle preceden- 
ti edizioni aveva recata, sembrandomi che per essa, 
senza necessità, si potesse indurre i giovani in equi- 
voco, nè essere ancora il tempo proprio da presen-* 
fargliela con quella discussione che vi occorreva.Cbe 
coloro i quali vorranno dunque giudicare di que- 
sto mio lavoro, il facciano avendo presente ciò che 
qui ho detto, e che prima d’imputarmi alcuna man- 
canza veggano se ciò non sia una superfluità, e se al- 
r ordinamento da me stabilito si convenga in quel 
luogo : e si abbia presente , che con questa prima 
parte dell’ Analisi algebrica io non ho considerate 
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le grandezze, che nel loro stato più semplice e parti* 
colare , per elevarmi a mano a mano nel voi. II. a 
considerazioni più generali intorno la natura di esse. 

Mirando poi d’ altra parte alio scopo principale 
dell’Analisi algebrica, cb'è la risoluzione de’proble- 
mi, ho cercato, in luoghi opportuni, e con esempi 
a proposito, rischiarare la loro natura , per quanto 
la trattazione presente permetteva , serbandone il 
complemento al trattato àeW invenzione geometri- 
ca ; ed altri principii ancora spargendone, come ca- 
deva in acconcio, nelle note a’ volumi à^Corso geo- 
metrico , e specialmente in quelle della Trigono- 
metria . £ qui accennerò solamente de’ cap.vii ed 
XI del lib.II, nel primo de’quali ho abbozzato l’im- 
portante argomento della determinazione ne’ pro- 
blemi, per quanto poteva concernere quelli propo- 
sti su i numeri , e mi ho così aperta la strada a di- 
chiarare taluni paradossi , da coi l’ Àlgebra non va 
esente, principalmente allorché entra nelle astrattis- 
sime considerazioni àeW infinito, che ho cercato al- 
lontanare al più possibile da questa prima parte del- 
r Analisi algebrica , ove mi era proposto trattare la 
quantità nel solo stato di determinata , o determi- 
nabile.^ per tal ragione vi ho ancor soppresso que- 
sta volta.il capitoletto della divisione alt infinito. 
Nell’ altro poi sono entrato a dichiarare la natura 
de’ problemi , e quella delle loro radici , del quale 
argomento con dispiacere ravvisava un difetto in 
tuli’ i libri di analisi algebrica , e che ho cercato 
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accora prolungar nelle note, in una delle quali, hd 
colta l’occasione di distruggere le strane idee , ed i 
principi! erronei di taluni nostri professori su di un 
difficil problema da me riproposto , per promuo* 
ver tra coi lo spirito geometrico. 

L’Algebra, come ben rifletteva l’acutissimo Wol- 
fio, fin da’ tempi suoi , eh’ essa non aveva preso lo 
slancio di ora, e l’ indipendenza assoluta dalla Geo> 
metria , della quale però ancora sente il bisogno in 
molte sue ricerche, e le più importanti m\X Analisi 
sublime , non manca di dar luogo taluna volta a 
paradossi , che eccedendo i limiti della più grande 
astrazione, passano nel campo dell’incomprensibile. 
Ma questo difetto gli viene ora accresciuto dalla fa- 
ciltà conia quale si discorre, da giovani analisti po- 
co esperti, di ogni risultamento che lor sembra nuo- 
vo, senza considerarlo , e talvolta calibrarlo con la 
Geometria, come fecero sempre i primi analisti ita- 
liani, e poi ne calcaron le orme tutt’i più grandi del 
secolo XVII* e XVIH* j ed ancor nel nostro taluno 
de’ più benemeriti della scienza algebrica . 

Ma ritornando al mio proposito di dichiarare ciò 

Non «ino mancati tra' più recenti matematici che hanno coropo* 
ali Elementi di Analisi algebrica alcuni , che abbiano raccomandato 
attamente I' uso della Geometria io comprorare talune teoriche dell' Al- 
gebra. Tra questi il Lhuilier chiudo i suoi EUmetu d' Algébr» con un ap- 
p$ndiei , nella quale reca alcuni riiehùtramttUi gunulrici , (blendoti 
che : » les mathématiciena modemes , depuis Descartes jusqu a oos 
» jours , se soni occupés aree soin dea applications de l' Algébre a la 
» Géométrie, et leur travaux è cet égard ont beaucoup contribud i l'a- 
» vancemeot des Sciences mathématiquea soit abstraites , aoit appli- 
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che ho inteso dover fare in questi elementi di Ana- 
lisi algebrica, dirò che in es:>i, senza tralasciare al- 
cuna delle dottrine importanti, ho più cercato di 
stabilir bene queste, che di accrescerne il numero 
con altre, che potevansi omettere, rimettendole ad 
un compimento d’ istruzione. Io non pretendo che 
questa parte del Corjo possa mai prendere un ran- 
go, ed un andamento pari agli Elementi di Geome- 
tria Euclidea, ma pure è questo il modello di per- 
fezione al quale ogni ramo d’ istituzione matemati- 
ca dee livellarsi j e siccome in quelli nulla v’ è di 
superfluo al nesso delle proposizioni, e nulla omes- 
so per progredire nella Geometria, e nelle Matema- 
tiche in generale, così pure ho cercato thè avvenis- 
se degli Elementi di Analisi algebrica, per quanto la 
natura delle materie che trattava il comportavano. 

Per tal ragione aveva tralasciato le altre volte 
di trattare elementarmente nel presente volume le 
teoriche delle progressioni aritmetiche e geometri- 
che, e Ae logaritmi j de’quali argomenti doveva più 
estesamente occuparmi nel volume II. Ma riguar- 
dando questa volta al bisogno che ne avevan co- 
loro che ad una prima e più elementare istituzione 
in Matematiche si arrestano, senza progredir oltre , 
nè volendo obbligarli a cercar tali cose in un altro 
volume , le ho recate in questo , terminando con 
esse la Parte I. E però nel cap. xiv. del lib.ll. ho 

M quóes . Mais «(leiont Wwimotiu eee»p»dt t appliealion dt la G*o- 
» mùn'c d r Aljibrt > 
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trattato delle progressioni aritmetiche^ nel seguen- 
te ho applicate le dottrine in quello esposte a’ /ii<- 
meri figurati in generale , dando a tal materia uno 
sviluppo assai semplice e chiaro , e con una brevi- 
tà grandissima . Di più nel cap. xvi. ho esposto la 
dottrina delle progressioni geometriche, e nel xvil. 
quella de’ logaritmi volgari. Finalmente ho recato 
nel cap.xviii. un’ esercizio di problemi per applica- 
zione delle teoriche stabilite in questi quattro capi- 
toli , cercando per tal modo di sostenere e promuo- 
vere sempre più ne’ giovani lo spirito d’invenzione. 

Per la stessa ragione di sopra addotta ho questa 
volta trattato nel cap.xii il maneggio delle equazio- 
ni biquadratiche , ossia di quarto grado derivative 
dai secondo , staccando questa tal parte delle e- 
quazioni derivative dall’ argomento generale per es- 
se, che dovrà venir esposto, come le altre volte, nel 
lib. IH. E similmente ho fatto per l’estrazion di ra- 
dice da’ binomi , limitandone qui la trattazione a 
quelli quadratici , de’ quali solo si aveva bisogno 
dopo il maneggio delie suddette equazioni, e di quel- 
le del 2° grado. 

Debbo in oltre protestarmi di essere stato anco- 
ra assai restìo ad introdurre nuovi termini, o segni 
senza un’ assoluta necessità j poiché con quest’uso 
smoderato di linguaggio e simbolizzazione, che ora 
chiunque si permette, la scienza si va a mano a ma- 
no gettando in tale confusione, che perdendo la pre- 
rogativa che ha finora avuta di un linguaggio uni- 
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versale , diverrà intelligibile solo a coloro che ab- 
biano studiato uno oun altro libro. Le nuove vo- 
ci , ed i nuovi segni si debbono adottar sol quando 
r universalità degli analisti li abbia ricevuti, e die 
veggansi nelle opere classiche della scienza adope- 
rati. Nulla |K)i dico di più dannevole , che il cam- 
biamento delle antiche voci usate nella scienza i» 
altre , per solo spirito di novità, e senza alcuna ra- 
gione o vantaggio. Ed aggiugnerò ancora , che nel- 
lo stato attuale della scienza sarebbe un male di ri- 
nunziare a talune voci adottate in essa , e seguite 
costantemente , quantunque considcranilolo si tro- 
vassero improprie alla cosa che esprimono, come in 
alcun luogo del trattato ho fatto avvertire. Non di- 
co che talune di esse sono credute improprie, |>er- 
chè non ben se ne intende la natura , e però sono 
state da taluni male a proposito cambiate. 

Mi è mollo rincrescevole di aver dovuto discen- 
dere a notar tutte queste minuzie j ma esse in al- 
tri tempi inutili , le ho giudicate necessarie nello 
stalo attuale in cui disgraziatamente veggo ridoiU) 
r insegnamento delle Matematiche, principalmente 
nel mio paese,cui con ispecialità destino questi miei 
ultimi lavori. 
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Lettera del generale Tucny al Percola 

della quale è detto nella pag. xxxix. 


Signor T). Nicola Pergola — La stima che ho concepita de' vostri ta- 
li mi, ed il desiderio che ho sempre avuto di vedere la nazione napoletana 
in possesso del frullo de' vostri studi matematici , specialmente nel 
Catrato sublime , mi porla a pregarvi di accettare una somma di ollet- 
cenlo ducali , per mettervi al caso di dare alle stampe il vostro corso di 
Analisi che tenete pronto , e che sembra non esser rimasto inedito per 
altra ragione che quella della mancanza de' mezzi pecuniari , per quan- 
to mi dissero i vostri ottimi scolari Flauti e Giannattasio.La somma ne- 
cessaria è di gran lunga superiore a quella , che mi fo lecito di mettere 
a vostra disposizione-, ed io avrei desiderato che i miei mezzi mi avessero 
permesso di compiere quella necessaria . F» sarò tenutissimo di non di- 
menticarmi nella ripartizione degli esemplari , de' quali vi prego farme- 
ne perceiiire almeno uno. Il sig. Cosiron , che ha la compiacenza <f in- 
caricarsi della mia lettera e della somma , leverà tutte le difficoltà che 
potrete incontrare nella presente occasione , colla quale adempisco n«l- 
i'islesso tempo ad una dolce inclinazione da me sempre nutrita perle 
scienze che coltivale con tanto successo e tanta modestia, ed al desiderio 
di non privare più a lungo la l’azione napoletana del frullo de'voslri stu- 
di matematici , e comprovare alla seconda patria tutto il mio attacca- 
snenlo , e l' interesse che prendo e sempre prenderò atta sua gloria — Gra- 
dile , signore , gli attestati della mia vera stima — Il barone Tic?<v — 
Napoli li 8 giugno 18H. 

• Contemporaneamente a questa lettera il generai Tugny ne dirigeva 
al sig. Cosiron la seguente altra . 

Je prie M, Cosiron de se chargerde remeltre à D. Nicola Pergola la 
somme de liuit-cent ducale pour mon compie particuiier , afn de le met- 
In n m/nif fif /«ire imprimer «onCoursd’Analyse, ou au moine son Cal- 
cili ilinorvntici et integrai , qu il devail imprimer depuis long-temps 
d apris ce que m ' ont dii ses icoliers MM. Flauti , et Giannallasio , qui 
à mes fréquenles prières à ce sujet m oni toujours ripondu , que cela te- 
I tiiiil au defail des moyens pecuniaires : la somme de huit-ceni ducale est 

insuffisanle , et j aurois desiré la porler ò mille au moine , mais f ai du 
me timiler ò celle qui se compose de Irois-cenis ducale compiante, et àOO 
ducale aussi compiane , mais à recevoir du generai Macdonald . J' en 
previene M. pergola, qui ne dstrà roirdans celle disposilion qu ime suite 
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de mo» attaekement peur le heau Ro^aume de ffa^et , et pour let icten- 
et$ qu il eullive atee vii« modertie , et un« dùttnelton rane . 

Naples le 8 juin 1814 — Tdouy . 

Alla gentile e generosa esibizione 'dal generai Tngiiy il Pergola ri- 
ipose con la seguente lettera . 

Veneralissimo sig. Barone — Con alta venerazione ricevo i carat- 
teri di V. E. ov’ Ella mi dinota di avermi dettinoti due. 800 , oiuf io 
potetti dar in luce i miei teritti tuli Analiti tublimt , per bene della 
mia nazione. Cotetta munificenza diretta a si nobil fine i il più glo- 
rioto monumento di V. E. , ed i pure t indelebile impronta di mia 
«gratitudine terso il magnanimo tuo cuore. Vorrei preitarmi immanti- 
nente ad un tal lavoro , te i miei fitiei mcUori non mel vietattero . Chi 
mai non ta guanto io soffio da più lustri pe miei tpatmodici moli f 
Ora per [ anomalia delle stagioni etti han crudelmente ripiegato nella 
stomaco ed in sul petto ; e temo forte che tra pochi di io non ti tog- 
giaecia , come a tanti altri , ostai di me più sani , t attenulo. E ri- 
manendo in vita dovrò curarmi per lungo tempo senza più fare. 

Signore, i mai giusto e ragionevole, che io col sentimento della pro- 
pria deficienza imprenda r esecuzione di un'opera, ove il più lieve 
impegno i il render facili le verità difficili e sublimi ? In buona fede 
potrò prendermi quel danajo che mi si offre a tal fine f Ed aneorehi io 
stessi ben robusto e sano , potrò postergare quelle altre opere che he 
anteriormente promette al pubblico , ed all' Accademia Reale delle 
^Scienze ì E perciò io nulla potrò risolvere di ciò che mi si i scritto , te 
la natura ed il tempo non decidano della mia fisica sufficienza. Intan- 
to col mauimo rispetto e col più vivo e sincero sentimento di gratitu- 
dine , io mi dichiaro . 


DiV. E. 

Napoli li giugno 1814. 


Vmilitt. servo vere 
Nicola Pergola 


Con ciò si tede eh' egli ricusò il donativo degli 800 ducati , che non 
però tornarono in mano del donatore , come nè tampoco gli pervenne 
inai una tal lettera ; poiché il generai Tugny partiva da Napoli nel mo- 
mento stesso che dirigeva la sua lettera al Pergola , di cui aveva fatta 
la personal conoscenza appena il giorno innanzi , essendolo andato a 
visitare fin sopra Capodimonte ove quello abitava , annunziandosi per 
un furestiero ; e non ne sarebbe stato forse conosciuto , se a caso non 
\i si fosse ritrovato il Giannattasio. 



UT 


Maocato di tìU il Pergola nel di 31 giugno 1831, ed aTendooe io re- 
citato r elogio in puWica aaaemblea della 5Deie(d Reale Borbonica, nel 
di 36 settembre seguente , ne mandai un esemplare a stampa al ge- 
nerale suddetto , insieme ad un esemplare del trattato di Geotnelrià 
di etto eul piano e nello epazio , che aveva ristampato nel 1833 , od in 
risposta n' ebbi la seguente lettera : 

Bonrguignon sona moni iiume prie Laon le S5 aout Ì82S. 

J* ai rteu , monaieur , avee F iloge hielorigue de fm le eaoant Pergo- 
la , «otre eoiira da Géométrie déscriptive . / auroia voulu avant de «oua 
«n reenervi tr pouvoir le* pareowrir et voutprouver (otti le co* gue jt 
fai* de eet enooi , en coim en domuini mon opinion ; mai* au moment 
<mje eommeneai* a m' en oeeuper, tm fritte evenement eet vena m'ar- 
rocker a maa paitible* oceupation* , ai / ai du alter rendre le* dèmien 
deooir* a ma rétpeclablt mere , ce gui m' a lena goelgue teme loin de 
thez mot , ai a mon retour f ai «o«iu ne paa iorrflr rf avantage a wm* 
offrir maa Wan ainearaa remercimen* pour votr* bon et genereucc eou- 
oenir . /« deploro ateo tout la perte de votr* rttpeelable maitre , et jt 
deeirt gue «oua «oyar ia deatre gu* f auroia de la rtparer en eoua 
priani de reeaooir da M, de Cosiron , a gui / ieri* a eet effet , le* huit- 
eent dueat* gui atoient étd par moi eontaeré a aider M. Pergola dan* 
F entrepriee de F itkprettion de aon court de Calcai infiniteeirMl , et 
gu il a reaiifue' , na te tenlant pa* la force de fair* ce bel ouorage . 

Si vou* F agréez , «oua aurez en mFme teme la force et la vigueur ne- 
eeteaire pour eompleter le court napolilain de teieneei mathematiguer , 
cboia ti deiirable et a la guelle f eloit per , camme je le iuta encore de 
poucoir eontribuer : c' est una obligation penonnell* gue je «oua avrai , 
et je temi flatté i en recevoir un exemplaire en son tempe . f ai dejà 
toutei le autret partite recue* a Naple* . Je doit «oua remareier , mon- 
tieur , de tout ce gue vout voulez bien me dire i honnete , et je voui 
prie de croire gue jt itene encore a F òttime de «oa eonetioyena et a la 
votre , camme j' y ai toujourt tenu ; et il m' eal doux de penter gue je 
n' en ai jamaii demeritò. De* circonitances difpcilet, lurtout pour moi et 
mes connoittancet a raiton dei met dicersei fonctiont, m' ontjutguapre- 
tent impotò le devoir .pour ma tranguillitò et celle detoulet lei perton- 
netgue fai connu doni coire belle patrie de ne corresponiire aree an- 
eline ; et jeteroii bien aisccF ótre aisurò , gue dei relations gui ne peii- 
renl iniere'tser le Gouvememenl , ne loieni non plut dant le tot di nurVa 
aur j’ersonnet gui ontbiencuulunejmim'oublicr. 
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T«utO« eroiri , monticur , aux imliment dMnguét d* eimid*raiioni 
jit ctlui qui a f honntw £ itn , 

Moiuieur , votre <rét kupMt et iré» obtà- 
toni servileur — Tcort. 


il Monsieur 

Afo4Mte«r Vincent Flauti , profeueur d» mathématiquu , eeentain 
aijoint de la ciotte de mafhémaliguet de V Academie Focale , tic. 

Ma del graziosissimo dono di quel distinto soggetto, della cui amìeizia 
mi tenera grandemente onorato stando in Napoli , per la sua perfettis- 
sima morale , e giustizia , non ricevei, che solamente i due. 300 , i 
quali erano nelle mani del de Cosiron , mentre per gli altri 600 mi di- 
chiarai ben soddisfatto della gentilissima risposta che mi diede sul pro- 
posito da Trieste , io data del 20 giugno 1826 , quel mio nspettabile 
concittadino , che n' era depositario , e che H riireTavasi . 
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DE’ CAPITOLI , E DELLE MATERIE 
■ DELLA PARTE 1. 


»i« 


Pbeuminabe all’ analisi algebrica. 


paj.r — Lv 


In etto etpontti bretumrnle la ilorìa dtW Algebra , e {’ oc- 
catioflA , < (’ orditura del presente lavoro intorno a que- 
sta scienza. 

Introduzione all’ analisi algebrica. 1—8 

Necessità di una maniera generica da indicar si le quanti- 
tà continue, che le discrete. 

Maniera di risolvere un problema con un ragionamento a- 
Etratlo , detto Analisi. 

Nuova ragione per un’ indicazione universale do' numeri . 

Modo di ciò fare che presenlavasi a' moderni; c come pote- 
Tasi una tale indicazione rilevare dagli Elementi di Euclide. 

Diitiostrazione di Euclide , che : IJue numeri scambievol 
manie moltiplicandosi danno prodotti agua'i. 

Indicazione universale de' numeri per mozzo delle lettere 
dell' alfabeto; 

Segni per brevemente dinotare le prime (piatirò operazio 
ni sulle quantità simboliche , c I' uguaglianza, o disugo.i 
jlianza di due quantità. 

Il problema riportato nel §.7 risoluto in forma simbolica. 

Diircrenza tra 1 risultamenti clle ottengonsi dal risolvere 
un problema aritmeticamente', o con 1’ Analisi algebrica, 

LIBRO I. — Dell’ ALCOBisuo algebrico . 

Cap. I. Della diversa forma in cui si presentano i mono- 
mi algebrici nel calcolo. 

Che cosa sia coeffieientt : considerazioni sulle quanti- 
tà m.x -|- fi.x , ed m.x — n.x 

Quale idea debba formasi delle quantità cosi detto po«i li- 
ve , c quale delle altre chiamate negative : e perchè queste 
dicansi minori del tero , 

Nota 

Cosa sia esponente , ed esponenziale ; e potenza , e radi- 
ce di una quantità. . . 

Che 0 “ = oi’Xu’Xo’' » ove siam=p-|-j-f-r;e che 

2 ", 

o" =V“"- ( 

NoU 

A chi sono uguali a° , a~‘" , otre m usi un intero , o pure 
un fratto. 




7—- H 
9 

10 - 11 
12 

li— 15 


JG— 18 

19 

20 


21— 23* 

2i— 25 

26— 27 
28— 31 

32— 3» 


Digitized by Google 



tX * indice 

Cxr. II. — Conitffuense chi traggonti dall» eoniideraxie^ 
ni del capitolo precedente. IC — 19 

Che la potenza , o la radice di un prodotto , sia quanto il 
prodotto dello potenze , o dello radici del grado stesso de'fat^ 
tori di esso. 

In quali casi, e come possa ridursi un radicale a piò sem- 
plice espressione. 

In qual modo una quantità qualunque si elevi ad una da- 
ta potenza , o da essa estraggasi una data radice . 

Come riducansi allo stesso i^ice i radicali d'indice diverso. 

Gap. III. — Del legno eorriipondente alle quantità alge- 
briche dopo le operazioni aritmetiche che li fanno tu di ette , 
chi somma , sottrazione , ec. 20 — 25 

Regole pe’ segni nelle soprindicatc operazioni. 

Nota 

Origine e natura delle quantità immaginarie . 

Cap.IV. — Della diceriità che patta tra la natura delle 
operazioni algebrichi , e le analoghe della volgare 
ca , 24—27 

' Scopo di questo capitolo. 

Deliniziono del inunomio , del polinomio c suo diverse 
specie . 

Quando due o piò termini analitici sicno simili , o come 
si esegua la contrazione , o riduzione tra essi. 

Altra e.sscnzial diriorenza tra le operazioni aritmetiche , e 
lo analoghe dell' Algebra. 

Gap. V. — Del calcolo algebrico. 28 —38 

Le regolo che qui si danno appartengono in generale alle 
quantità razionali , o irrazionali , intere , o fratte. 

Della tomma , e tottrazione. 

Della moltiplicaxione. 

Nota al §. 76. 

Della divitione. 

Che la quantità D , che divide esattamente il prodotto P 
da’ fattori M, /i debba dividere ancora esattamente l' un di 
questi . 

Gap. vi. — Conteguenze che traggonti dal precedente ca- 
pitolo per la riduzione de' fratti. 39—48 

Gome si abbia la somma , o la differenza de’ fratti di comu- 
ne denominatore. 

Riduzione de'fratli di diverso denominatore allo stesso de- 
nominatore , 0 di un Intero a fratto di dato denominatore , 

Deiìoizione del maitimo eomun dicitore , e come rinven- 
gasi tra’ monomi. 

Prenozioni necfisarie alla- ricerca d-d ma-^simo cora un di- 
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LXI 


Yiiore tra i polinomi. 

Principii su cui è fondata la ricerca dot massimo coniun 
divisore tra i polinomi ; regola per rinvenirlo , ed avver- 
tenze per essa. 

Nota al §, 98. 

Esempi per tal ricerca , ed osservazioni su di essi. 


95- 97 

98-102 

103-109 


Cap. vii. Delle fraxioni continue, 49 — 64 

Nota. 


Origino , definizione , e forma dette frazioni continue . 
Quando avvenga che i termini di una frazione continua , 
dal secondo in poi , risultino tutti positivi , quando tutti ne- 
gativi , 0 pure che si alternino ne’ segni . 

Che una fraziono continua offra un approssimazione 
continuata del fratto ordinario di' essa rappresenta . 

Che lo svolgimento di un fratto ordinario in frazione con- 
tinua sia una ricerca analoga a quella del massimo commi 
divisore : e conseguenze di bili considerazioni , 

Che la fraziono, continua in eui svolgcsi un fratto ordinario 
debba esser terminata . 

Come si passi da una frazione continua al fratto ordinario 
d’ ond’ essa è nata , e regola per compor facilmente il nume- 
ratore e ’l denominatore di questo , anche generalmente di- 
mostrata . 

Che le frazioni volgari , che pareggiano una frazione con- 
tinua a diversi gradi di essa sieno irriducibili . 

Come si svolga un radicale in frazione continua . 
Svolgimento di y2 in frazione continua , e considerazioni 
speciali su questa . 

Che il prodotto di più numeri primi debba esser primo ri- 
spetto a quello di altri numeri primi. 

I quadrati di due numeri primi debbono esser primi Ira 
loro , e similmente le potenze n di essi. 

Che un numero non primo debba risultare dal prodotto di 
Bumeri primi, o di loro potenze. 

Modo di determinare i fattori eempìiei, e eompoeti di un 
numero non primo . 

Teob. Se la radice di un numero intero non eia un intero , 
ni tampoco potrà eteere um fratto. 

Che la frazione continua che rappresenta un radicale non 
debba mai terminare ; da che resta confermata alle quantità 
radicali la natura d’ incommensurabili. 

Cap. Vili. — De radicali immaginari , s del loro cal- 
colo . 65—69 

Origine e definizione delle quantità immaginarie , e neces- 
sità di un calcolo speciale per esse . > 

Operazioni sugl' immaginari . 

, Che da tali operazioni debba sempre risultare un' espres- 
ibne della forma Ai, B ^ — i. 
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Gap. IX. — BtIF el^xione a pottnxa , « dtU' «ilrario- 
fw di radice daite quantità algebriche. 70—78 

Regole per elevare a potenza , e per estrarre la radice da 
pna quantità monomia. 

Lo stesso ]X!' (wlinomi. 

Composizione del quadrato , e del cubo di un binomio . 

l)u(! teoremi riguardanti la com|>osizionc della potenza n 
di un polinomio, 

Si ricava da questi la regola per 1" estrazione di radice 
da' polinomi quadratici , o cubici. — Esempi . 

Cab. X. — Delle combinazioni , e permutazioni. 79 — 83 

Che s’ intenda per accoppiamenti di più elementi ; e quali 
dicansi binarii, quali ternarii , ec. Loro distinzione in combi- 
nazioni , e permutazioni. 

ili m clementi non può formarsene al grado stesso m , che 
una sola combinazione. 

Ragionamento per le combinazioni , e permutazioni bina- 
rie , ternarie ec.di due , Ire , eil in geuerale m elementi. 

Formula per lo combinazioni binario di m elementi, per le 
ternarie , quadernarie , ed in generale al grado n. 

CoiDC risulti modificata la formula ^egli accoppiamenti, e 
delle combinazioni nel caso di alcuni elementi identici. 

Comoquanilo un numero di elementi sieno tra loro identici, 
dd un aitro numero anche tra loro identici , compiasi o pur 
no con essi f intero numero degli elementi. 

Texlie siensi tralasciatele formolo corrispondenti alle per- 
mutazioni. 

Cap. Xf. — Formala generale dello sviluppo di una poten- 
Xa qualunque di un binomio. Ss — 91 

Principii su i quali sono fondate le diverse dimostrazioni di 
quest' assunto ; e speri ilmente di quella che qui si reca . 

Forma del prodotto di un polinomio ordinato per rappor- 
to ad una lettera s , pel liinomio x -j- a. 

Conseguenze di un tal teorema . 

Forma de' coelhcienli del prodotto do' binomi x -^a , 
se -f- b . X c , ec. 

Ile' segni che debbono corri.spondere a’ termini di tal pro- 
dotto , 

Sviluppo della potenza n di a; -}- o. 

Che in tale sviluppo' sieno identici i coefficienti della for- 
inola del binomio pel primo ed ultimo termine , o gli equi- 
distanti da essi. 

Maniera abbroviaja di elevare un binomio ad uua potenza 
itilera ejiositiva. 

Kiduzione del binomio .r a a forma semplitàssima , 
prima di ele%arlo a potenza n. 
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CiP. XII. — Conlinuaiion» dello slesto argomento del 
frteedente capitolo. 9i — 98 

Principii fondamentali e ayiluppo della formola (* + a}*, 
o\e n aia un numero qualunque intero o fratto , positivo o 
negativo. 

Gap. XIII. — Avvertenze neeettarie per convenevolmente 
tvilvppare la potenza di un binomio. 99 — lOi 

Cho la serie debba arrestarsi quando la m sia un numero 
iptero positivo; e continuare all' infinito negli altri casi. 

Come debba apparecchiarsi un binomio , perchè la serie 
risulti decrescente , 

Come debba apparecchiarsi nel caso di esponente fraziona- 
rio ; perchè non venghino i termini affetti da radicali. 

Esempi diversi in comprova delle precedenti dottrine. 

Si accenna il metodo di Halley , per estrarre con approssi- 
mazione la radice del gradò n dalla formola x" + a. 

Gap. XIV, — Conseguenze che derivanti' dal oapilo- 
lo XII. 105—106 

Formolo risultanti dalla somma , o differenza de' due svi- 
luppi della potenza n di a; -f a , e di a; — a ; e forma in 
Mii esse si presentano se a si cambi in èy — I • 

Che lo sviluppo di ( a -f- 6 V — 1 ] sia un' espressione 
della forma A + — 1. 

Indicazione della maniera di sviluppare in serie una qua- 
lunque potenza di un polinomio. 

LIBRO II. Delle equazioni di I°. e 11°. gbado , e di 

ALTEE EICEICBB CHE HE DIPENDONO 

Gap. I — Nozioni preliminari intorno alle equazioni , 
ed a' problemi. 107 — 1 13 

Che s' intende per problema , per dati di esso , per quesi- 
to , c condizione. 

In che consista 1' artifizio della soluzione algebrica di un 
problema . 

' fiota . 

Che cosa sia equazione , e che s' intende per n'solcimen- 
fo di essa . 

Problemi che riscliiarano le precedenti nozioni . 

ila che deriva la diversità di grado dello quazioni a' pro- 
blemi che si risolvono. 

Che 8' intende jicr equazione di primo, ucondo, f (rio... n-eii- 
pio grado, equali di queste si dicano semplici , quali composte. 

t osa sia 1“. membro di un' equazione , cosa 2°. membro ; 
C quando si dica un' equazione ordinala , quando ridotta a 
$ero ; e come si ottenga 1' una o I' altra di queste cose , 

Idea adequata di un' equazione ridotta a zero . 
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231—232 
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Che le condUloni ne'probtemi possono condurre o »d uns 
equazione , o a più . IS39 — SM 

Quali problemi diconsi delmninali , e quali indetemu'nori.lSil-^SbS 
Che s' intenda per ^Inahst determinata , che per imk- 
Urminala . |24b 

Nota. ' 

Cap.H.— M aniera di apparteehiart un’ equazione 114.119 

Bcgole per pervenire all' oggetto soprindicato. |247 — 358 

Nota a' §§. 25Ì c 255. — Mira al §. 256. 

Cap. hi. — Della maniera di riio/eeri le equazioni deter-, 
minate di prime grado. 120 — 121 259->M3 

Cap. IV. — Del maneggio di pii equazioni di primo gra- 
do con allrellante incognite , per ottener l'eliminala da quelle 

122-1541 

In quali casi risolvendo un problema si perviene apiùe-l 
quazioni con altrettante incognite, 1263 

Clic s' iifendc per eliminata ; c condizioni che debbono a-f 
vere le cqÉazioui'd' ond' essa dee derivare. 1 264— 265 

Nola . 

Metodo per eoitituzione o di trasporto , «metodo dipareg. 
giamenlo 1267—271 

Metodo d' inserimento . |272— 374 

Nola [ler gli esposti metodi . 

Inconveniente che pud avvenire in alcuni oasi adoperan- 
do ii metodo d iReerimenlo , e modo di ovviarvi. |275— 381 

Regola Bexoutiana per calcolare tutti una volta , o sepa. 
ratamente i valori delle Incognite , clic risultano da altret- 
tante equazioni di 1° grado letterali, o numeriche. |2ffi — 383 

Vantaggi di questa regola , c che essa regge anche quan 
do in ciascuna delle equazioni proiKistc non sienvi tutte le 
incognite . — £sem|iio, 1^4 — 286 

Cap. y, — Oiservaztont sopra alcuni casi delle elimina-^ 
tioni. 135-137 

Cosa dinoti lo svanimento di alcuna incognita in qualche 
lineo, quando adoperasi peri' eliminazione il metodo del Be- 
zoul . 1287—288 

Nota . 

E di che sia indizio il pervenirsi ad equazioni identiche, 
adulterandovi i metodi esposti ne' ^§.267 a 273 ; c che indi- 
chi io svanimento di una linea usando la regola del Bezout. 1^39 — 291 
Nota pe' due articoli precedenti . 

Cap. vi. — Considerazioni gesurali su i problemi , e sul 
mudo di algebricamente risolverli. 13B — l 'so 

Che s’ intende ]>er problema algebricamente risoluto , ed 
in che sia rqiostala risoluzione algebrica de’ problemi ; co- 
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me dUtingnansi questi in grado , e d' onde rìsùlti la maggio- 
re o minore dilGcoltà dello scioglimento. 293 — 295 

Ciò che debba fare l’ analista por risolvere un problema ; 
e quando dal risultamento di esso si ottenga la sohuione di 
tutti gli altri analoghi. _ [296 — 297 

Problemi di apphcaaioho per ciò che si è detto, no’ due 
§§. precedenti . . 298—308 

Gap. vii. — Rùdusione di alctmi pnblemi dtlerminali , 
di 1°, grado. HO — 136 

Essere espediente il preferire la soluzione che conduca 
direttamente all' equazione con una sola incognita. 311’ — 313 

Cosa indichi un valor negativo per la x , risultante ^^a 
equazione di 1° grado. j 318—319 

Che idea bisogna formarsi di un problema che dia luogo , 
nel risolverlo , ad una equazione identica . 320-r-323 

Problema di special natura recato dall' Eulero nc'suoi EU- f 
menlt di Algebra. 32( — 325 

Gap. Vili. — Retta dtlerminazion» ne' problemi trattati 
con l' Analiei algebrica. 157 — 162 

Importanza di questo argomento trascurato nelle istituzio- * * 
ni di Analisi algebrica. 328 

Che s' intende per determinazione ne' problemi . 329 

Nota . • 

Essa può precedere la loro analisi , o seguirla . 330 

Problemi con la respcttiva determinazione , é con la di- * 

chiarazione de' risultamenti . 331—337 

Gap. IX. — Della rieoluzione delle equazioni di 2° grado, 
t della loro natura . 163 — 170 

Delle equazioni dl2° grado pure , ed alTeltc , e della ma- ~ ' 

niera di risolverle. " • 338—343 

NoU al §. 338. — AUra al §.340. : 

Begola per esibire le radici di un’ equazione di 2°. grado 
Mnza maneggiarla . , 

Che il coefhciente del secondo termine in una equazione di 
2° grado sia quanto la somma delle due radici di essa, pri»c 
col segno contrario; ed il terzo termine quanto il loro prouotto. 345 
Le precedenti proprietà per le radici dell' equazioni di 2“ 
grado ricavate direttamente dalla natura di queste . * 346—348 

Che r equazione di 2° grado le cui radici sieno m, n deb- 
ita avere per divisori esatti i binomi x — m,x — n. 349 
Della diversa natura dello radici di un'‘cqiiazion(! di 2®gra- 
do ì e maniera di riconoscerla prima di risolvere l'equazione. 350—353 
idea che debbo formarsi delle radici reali , o immagina- 
ria risultanti dal maneggio di un' equazione di 2° grado . 354 

Ckp. X. — Un primo ebozzo della natura de’ problemi , r 
*ome dinodita dalle loro equazioni, 171—182 
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PrELIVINAKE all'analisi AI.GEIBICA. pag, V — LV 

In esso espoDcsi brevemente la storia dell' Algebra , e 
r occasione , e l' orditura del presente lavoro intorno a questa 
scienza . 

ImTRODCZIOIIE all' analisi ALGBmiCA. t $ 

Necessità di una maniera generica da indicar si le quantità^ 
continue che le diicrete. 

Manieradi risolvere un problema eoo un ragionamento a- 
slratto , detto Analisi. 

Nuova ragione per un' indicazione universale de' numeri. 

Modo di ciò fare che preseotavasi a’ moderni ; e come po- 
tevasi una tale indicazione rilevare dagliEIcmenti di Euclide. 

Dimostrazione di Euclide , che : Due numeri icambievol- 
menle moUiplieandoti danno prvdotli uguali. 

Indicazione universale de' numeri per mezzo dalle lettere 
dell' alfabeto. 

Segni per brevemente dinotare le prime quattro operazioni 
sulle quantità simboliche , e I’ uguaglianza o disuguaglian- 
za di due quantità. 

Il problema riportato nel §.7 risoluto in forma simbolica. 

Differenza, tra i risuliameoti che otiengonsi dal risolvere un 
problema aritmeticamente , o con l' Analisi algebrica, 

LIBRO I. — Dell'algobismo algebbico. 

Gap. I. — Dtlla diversa forma in cui si presentano i mono- 
mi algebrici nel calcolo . g — js\ 

Che cosa sìa coefficiente : considerazioni sulle quantità 
«.a: + n.a: , ed m-x — n.x. 

Quale idea debba formarsi delle quantità cosi dette poeiti- 
ve, e quale delle altre chiamate negative : e perchè queste di.- 
cansi minori del zero. 

Nota 

Cosa sia esponente, ed esponenziale ; e;>otenza , e radica dd 
una quantità.. 

Che a™ = ac X X o' , ove sia m = p 4- q 4- r , e 

- "i 

che o" = V o" . 

Nota 

A ohi sono ugnali o®, o“" , evo n» sia un ìatero ,e pare] 
un fratto. 

Cap. il — Conseguenze che traggonsi dalle considerazùmi 
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IX 


dtl capitolo preceient* . 


i6~Ì9i 


Che la potenza , o la radice di an prodotto , aia quanto il 
prodotto delle potenze , o delle radici del grado steaao de' fat- 
tori di esso. 

In quali casi , e come possa ridursi un radicale a più sem- 
plice espressione . 

in qual modo una quantiti qualunque si eteri ad una data 
potenza , o da essa estraggasi una data radice . 

Come riducansi allo stesso indice i radicali d' indice di- 
Terso. 


34 

35 

36— 3r 
38— 40 


Cap. hi — Del tegno eonriipondente alle quantità algebri- 
che dopo le operazioni aritmetiche che ti fanno tu di ette, cioi 
somma , sottrazione , ec. 20 — 23 


Regole pe' segni nelle soprindicale operazioni . 
Mola 

Origine e natura delle quantità immaginarie. 


41— 47 
48 


Cap. IV. — Delta ditertità che patta tra la natura dalle 
operazioni algebriche , e le analoghe della volgare AritmeA 
Ileo. 24 — 27 


Scopo di questo capitolo. 

Definizione del monomio, del polinomio e sue diverse specie. 

Quando duo o più termini analitici sieno simili , e come si 
esegua la contrazione , o riduzione tra essi . 

Altra essenzial diflerouza tra le operazioni aritmetiche , 
e le analoghe dell' Algebra. 

Cap. V. — Del calcolo algebrico, 28 — 38 

I.e regolo che qui si danno appartengono in generale alle 
quantità razionali , o irrazionali , intere , o fratte, 

Jtella somma e sottrazione. 

Della moltiplicazione. 

Mota al §. 76. 

Della divisione. 

Che la quantità D , che divide esattamente il prodotto P 
da' fattori AJ , A' debba divider ancora esattamente I' un di 
questi . 


50 

51— 52 
53- 55 
56- 58 

59 

60— 63 
64— 77 

78— 86 
87 


Cap. vi. — Coneegiienze che traggonti dal precedente ca- 
pitolo per la riduzione de' fratti . 39 — 48 


Come si abbia la somma, o la dilTereoza de’ fratti di comu- 
ne denominatore. I 

Riduzione de' fratti di diverso denominatore allo stesso de-l 
noniiiiuiore , e di un intero a fratto di dato denominatore. 

Jleliiiizione del matiimv cotnun dicitore , e come rinvenga- 
si tra' niunoini . 

Prenozioni necessarie alla ricerca del massimo comun di- 


88 

89— 92 
93— 94 
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Viìbre ira ! polinomi . 95 g>jf 

Priocipii su cui è fondata la ricerca dèi massimo comun di- 
tisore tra i polinomi, e regola per rinveoirlo ; ed avrerten- 
lee per essa . 98^102 

NoU al §. 9». 

Esempi per tal ricerca , èd ossertaaioni su di essi. 102—108 


Cip. VII. — Delie frazioni continue. 


49—64 


Origine , definizione , e forma delle frazioni continue. 110 112 

Quando avvenga che i termini di una frazione continua , 
dal secondo in poi, risultino tutti positivi , quando tutti negati- 
vi • 0 purè che si alternino ne' segni. 

Che Una frazione continua offra una continuata approssi- 
tnatioOe del fratto ordinario eh’ essa rappresenta . 115 

Che lo svolgimento di tin fratto ordinario io frazione conti- 
hna sia una ricerca analoga a quella del massimo comun di- 
visore , e conseguenze di Ulè considerazione. Ì16 117 

Che la fraZiobe continua io cui svolgasi un fratto ordinario 

debba esser terminata. ' Ifg 

Come si passi da una frazione continua al fratto ordinano 
d" ood’ essa è nata , e regola per compor facilmente il ou- 
meZalore e 1 denominatore di questo , anche generalmente 
dimostrata. 120—124 

Che le frazioni volgari , che pareggiano una frazione con- 
tinua a diversi gradi di essa sieno irriducibili. 12&— 128 

Come si svolga un radicale in frazione continaa. 129 

Svolgimehto di V 2 io frazione continua , e considerazioni 
àpeciali su quesu. 130—132 

Che il prodotto di più numeri primi debba esser primo ri- 
spèltO a qtiello di altri numeri primi. 134—135 

1 quadrati di due numeri primi debbono esser primi tra 
loro , è timilmente le potenze n di essi. 

Che uo numero non primo debba risoltare dal prodotto di 
bumeri primi, 0 di loro potenze . 137 

Modo di determinare i fattori eemplici e eonipoeti di un nu- 
mero non primo 13 g 

Teob. Se la radice di un numero intero non eia un intero , 
ni tampoco potrà etier» ii» fratto . ’ 139 

Che la frazione continua che rappresenta un radica'è non 
deb^ mai terminare ; da che resta confermata alle quantità 
radicali la natura d’ fecommeosurabili. I 34 1 ^ 

Cap. Vili. — De' radicali immaginari . è del loro cai- 
• 65 -^ 

Origine e definizione delle quanlHi immaginarie , e neces- 

dtl un AaIìsaIa «saia» Aaaa . a ^ ..... 
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INTRODUZIONE 

all' 

ANALISI ALGEBRICA 


1. Cibianque abbia appena gustati i principj della volgare 
Aritmetica e della Geometria conosce la distinzione delle 
grandezze in coniinvc e discrclc , e sa pur bene che a dino- 
tar queste vi si adoperi un nnmero , mentre per esprimere le 
prime si ricorre ad una delle tre diverse specie di estensione. 
Nè dee ignorare , che l’ordinaria pratica del misurare esige , 
che le quantità continue si concepiscano ridotte a discrete , 
col fissarvi per unità di convenzione una parte determinata 
di esse . 

2. Potendosi dunque per tal modo ogni quantità conti- 
nua concepir ridotta a discreta , si vede bene che l' una e 
r altra possa esser suscettiva di una medesima rappresenta- 
zione, sicché le proprietà comuni ad esse , che sono quello 
del loro rapporto, possan dimostrarsi generalmente apparte- 
nere all’ una ed all’ altra. Adunque per questa parte si com- 
prende la necessità di un modo da indicare universalmente 
le grandezze , cioè tale che valga ad esprimere egualmente 
la quantità continua e la discreta. 

3. Finalmente anche considerando le quantità discrete as- 
solutamente , esse sono dotate di proprietà generali, le quali 
non già a determinati numeri appartengono, ma sono comuni 
a tutti gl’ infiniti numeri ne’ quali abbian luogo le stesse 
condizioni ; e di ciò non pochi esempi offre Euclide ne’ suoi 
tre libri delle quantità cotitmensurabili , che sono ordinaria- 
mente il VII* , r Vili* e ’l IX* degli Elementi ‘ . 

• Veggasi intorno a questi libri ciò che si è dotto nel Diicorto preli- 
Mtnart «;ti £{mcnU di JSiKlidt, 


i 



9 


introduzione 


hXjoA ^ando egli dice, che: Ogni numero minore è par- 
te , o parti di ogni altro maggiore (pr.4. VII.) — / due pro- 
dotti che risultano da due numeri, moltiplicandoli vicendevol- 
mente V gnperC altro , tono uguali fra loro (pr.16.VII.) — 
/ numeri piani tono fra loro in ragion composta dai lati ec. 
ognuD Tede chiaraoienle , che tali proprieti non si apparten- 
gano già a nnmeri determinali , ma a tutti in generale ; che 
pereiò col dimostrarle contrassegnando i nnmeri su i quali si 
ih la dimostrazione con le cifre ordinarie dell’ Aritmetica , 
non si conseguirebbe l' intento di render tali dimostrazioni 
generali, come si richiede. Agginngasi a ciò , che tutti qne' 
problemi aritmetici , che hanno le stesse condizioni ^ , ma 
Tariano solamente nel valore de’ numeri a’ quali queste sono 
applicate, deblmno essere risoluti nel modo stesso ; che per- 
niò tuli’ i numeri indicanti ì risnltamenti a' quali risolvendòli 
si perviene , dovendo esser determinali colle stesse operazio- 
ni di Aritmetica , si potrebbe facilmente da nn risulumenlo 
solo ottenerli lutti , allorché i numeri dati si contrass^nas- 
sero universalmente . 

5. E per render ciò più chiaro con un esempio , sia pro- 
posto a : 

Dividere un numero dato in due parti , V una delle quali 
ecceda di un dato numero l’ altra. 

Questo problema potrà esser risoluto per mezzo délP A- 
ritmelica , e per 1’ ovvia regola del falso , allorché suppon- 
gasi , per esempio , il dato numero esser 100, e 1’ eccesso 
dell’ una parte Sull’ altra esser 16 ; ed in tal caso la soluzio- 
ne di esso et &rà pervenire ad un rìsnllaineolo, che soddisfa 

* Prop.5. lib.Vin.— Qui intendo per ««mm' piani il prodotto di duo 
numeri , ciascun de' quali n’ ò detto lato ( drf.tG. VII.) . £ ciò uni- 
formandosi atr enunciazione della 23. VI. cui la presente è analoga . 

’ Il rapporto die lega in un problema l'incognita con le quantità note 
del medesimo, dìcesi condizione del problema. 
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a questo caso solamente ; in modo tale che se restando si- 
milmente enunciato il problema , si cambiino i numeri da- 
ti , e che la somma data si supponga esser 120 , e l' ecces- 
so 24 , vi sarà bisogno , per determinar le parti cercate io 
quest’ altro caso , di ripigliar nuovamente la soluzione del 
problema , come se non mai fosse stato di già risoluto. Vale 
a dire , che il precedente risultamento niente pnò influire al- 
la determinazione di questa seconda ricerca , la quale non> 
differisce in altro dalla prima , che nel solo valore de’ dati. 

6. Or , com’ è chiaro , tntt’ i problemi che sono propo- 
sti su grandezze diverse in quantità solamente, ma colle stes- 
se condizioni , rappresentano un problema solo generale , la 
cui risoluzione, convenevolmente fatta , dee offrir benanche 
un risultamento generale, il qual comprenda in se tutti quei 
risol lamenti particolari , che si otterrebbero per mezzo del- 
le aritmetiche ricerche . Ed ecco qual sarebbe una tal solu- 
zione pel problema poc’ anzi proposto. 

7. » Il numero dato dovendo pareggiare le due parli in 
» cui esso vuole dividersi , e di queste la maggiore essendo 
» quanto la minore più la differenza tra esse , ne segue per- 
» ciò , che il numero dato sia quanto il doppio della parte 
u minore più una tal differenza.Laondc tolta di comune que- 
» sta differenza si troverà , che il numero dato meno la dif- 
» ferenza data delle due parti in cui vuol dividersi , sia 
» quanto il doppio della parto minore ; c quindi la sola par- 
M te minore sarà uguale alla metà del numero dato a divide- 
» te meno la metà della data differenza «. 

8. Dal qual risultamento si rileva in generale , che : 

Qualunque sia U numero dolo a dividere, e qualunque C co- 

cesso di una parte suW altra , si otterrà sempre laparlc mino- 
re sottraendo dal dato numero la data differenza , e dividen- 
do il residuo per 2. 

E questa specie di ragionamento astratto , col quale ge- 
nsialfflcntc dalle grandezze note di un problema , per mezzo 
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delle sue condizioni se ne derivano le incognite , si dice o- 
nalisi dei problema. 

9. Ciò premesso , se tutt’ i problemi proposti so i na< 
meri fossero suscettivi per la loro soluzione di un’analisi co- 
si breve , e di passaggi sì semplici e facili a ritenersi , ed a 
combinarsi fra loro a memoria , ciascun di essi potrebbe ri- 
solversi nel modo poc’ anzi detto, e si otterrebbero cosi per 
essi taluni risultaraenti astratti ed enunciativi, per mezzo de’ 
quali si avrebbe la soluzione particolare in ciascun caso,o>e 
s’ individuino i numeri dati. Ma non va la cosa sempre in tal 
modo j ed il più delle volte la soluzione di un problema non 
può condursi a fine senza aver sotto gli occhi le quantità sulle 
quali si propone ad operare , e le operazioni che si sono già 
fatte sopra di esse, e colle quali sono connesse le altre , che 
debbono ancora farsi per pervenire al risultamento ; e di ciò 
molti esempi si vedranno in appresso. Come far dunque in si- 
mili casi? Egli è chiaro, che il solo mezzo da riuscire sia quel- 
lo di ritrovare un modo da esprimere astrattamente e gene- 
ralmente i numeri dati , c le operazioni a farvi sopra. 

10. Or questo modo , che riesci va di£Scile ad escogitarsi 
ia’ matematici greci , diveniva &cilissimo per gli arabi , da’ 

quali Lionardo Pisano apprese la scienza dell’ Àlgebra, e fe- 
ccia conoscere in Italia, appena cominciando il secolo XIII; 
che anzi costoro potevano rilevare il tipo di questa indica- 
zione generale delle quantità dalle opere stesse de’ greci. Ed 
ecco in qual modo . 

11. Questi serviroDsi , per dinotare i numeri nella loro 
Aritmetica , delle lettere del loro alfabeto ; che perciò do- 
vettero escluderle da un’ indicazione universale de’ numeri : 
ciò non ostante , allorché ebbero bisogno di esprimere non 
già numeri determinati ma universali , ricorsero all’ espe- 
diente di servirsi delle lettere majuscole del loro alfabeto , 
aflìggendo ad ognuna di esse una lineetta, e formando come 
una figura . £ solamente allorché dovevano farsi talune o- 


Digitized by Google 



5 


aW analisi algelrica 

perazioni sa questi numeri generalmente indicati , e che ai 
esigesse di esprimerne o somma con altri, o pur differenza,» 
fine di restringere il loro ragionamento, disegnarono la linea 
indicante il numero con due lettere ; ed indicarono con due 
lettere , anche posteri negli estremi , le parti di esse . Di 
che moltissimi esempi offrono i soprindicati libri aritmetici 
di Euclide , da’ quali , per dilucidazione di ciò che si è det- 
to , prenderemo a qui esporre la seguente : 

PBOP. XVI. DEL LIBRO VII. DI EUCUDE. 

^2. Sono ugttali i prodotti che risultano da due numeri scam- 
hievolmente moltiplicandoU, 

E 

A 

' B 

C ^ 

D^ 

Dim. Sieno i due numeri A , B ; ed A moltiplicando B 
dia C ; B poi moltiplicando A faccia D : dico esser G n- 
guale a D. 

Perchè A moltiplicando B produce G ; B dovrò misurare 
G per le unità che si contengono in A ^ . Ma 1’ unità E mi- 
sura il numero A per le unità ia questo contenute . Adun- 
que r unità E misura tante volte il numero A , quante volte 
B misura G ; per Io che , permutando , 1’ unità E misura u- 
gualmente il numero B che A misura G ^ . Di nuovo , poi- 
ché B moltiplicando A ha fatto D , A misurerà D per le u- 

* Ciò è chiaro dall’ ovvia definiziono della moltiplicaziona , che 1’ u> 
nilà debba star* alt un di fattori , eumt C altro fattoro id prodotto. 

* Ciò vico dimostrato da Euclide nella prop. prec. a quella qui 
recala ; e può tnebe ripetersi dalle prop, 16 oC Et. V. edù. nottra. 
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niUi che si cooteogono ùi B . Ma anche E misDcaTa B per le 
anlU che sono in esso . Adunque l’ uuiU Emisnra il numero 
B ugualmente che A misura D .,£ siccome, 1’ unità E misu- 
rava in numero B ugualmente che A , C ; perciò A misura lo 
stesso numero di volte C che,D. Quindi questi , prodotti 
sono ira loro uguali ^ — C. B..D. 

13. Ed esempi simili al recato incontransi nel Uh. V. de- 
gli Elementi , ove le grandezze in generale , si discrete che 
continue , indicansi universalmente con lettere , affiggendo 
ad esse , per la ragione già delta , una lineetta. 

14. Adunque gli arabi i quali avevan già una nuova indi- 
cazione pe’ numeri non avrebbero dovuto durar molta fati- 
ca a vedere , che le lettere dell’ alfabeto potevano convene- 
volmente adottarsi per caratteri universali delle grandezze , 
qualunque si fosse la loro natura ; e ciò che essi non avver- 
tirono fu in seguito cominciato ad introdurre nel calcolo da- 
gl’ italiani ' ; sicché finalmente ebbe luogo la seguente 

Regola fondauehtalb 

15. / numeri , come anche le grandezze continue , s' indi- 
cano generalmente per le lettere piceole deW alfabeto . 

£ per una maggior distinzione si è stabilito , che le ultime 
di queste cioè x , / , z , t , u indichino le ignote, e le rima- 
nenti altre le note de’ problemi. 

16. Or siccome le quantità cosi generalmeote indicate , 
debbono condurre ne'calcoU che istituisconsi con esse a risul- 
tamenti universali, non potendosi effettuar calcolo se non per 
numeri, ne segue che le operazioni aritmetiche per le quantità 
dinotate con lettere uon debbano consistere in altro , che in 

* Dimosrato che si è AB = BA , da ciò subito rilevasi ABC = CAB 
=3 ACB = BCA ; ed io generale che comunque si varii l’ ordine do* 
fattori , rimanga sempre lo stesso il prodotto . 

’ Le ordinarie cifre della nostra Aritmetica volgare. 

• Ycg. il diacono preltmóuire. j 
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templici indicazioni di esse, da eseguirsi poi effettivamente, 
allorché ne’ casi particolari si saranno sostituite alle quanti- 
fé espresse letteralmente i numeri che loro corrispondono . 

47.CÌÒ posto , per esprimere con brevità le operazioni da 
farsi sulle grandezze letteralmente dinotate , e talune altre 
relazioni tra esse, adottaronsi alcuni segni, che andremo qui 
appresso dinotando . Per la somma fu adottato il segno 
{più ), che si scrive tra le quanti^ da sommarsi. Cosi a & 
dinota la somma di a con i , e si pronuncia a più b. 

Per hi attrazione si è stabilito il segno — ( meno ), che 
dinota che la qnantHé espressa dalla lettera cui esso è prefis- 
so deve sottrarsi dall’ altra che precede un tal segno . Cosi 
a — b dinota che da a dee sottrarsi 6, e si pronuncia a meno b. 

Il prodotto di a per b s’ indica con a & ; ed in generale il 
prodotto di pih lettere s’ indica col loro accozzamento : cosi 
<ibc dinota il prodotto delle tre quantità espresse da a, i, c- 
E questo prodotto si suole anche esprìmere nel seguente al- 
tro modo aXbXc , servendosi del segno X > ch’b quella 
della moltiplicazione , ed allora si direbbe a moUipUcata per 
b , moUipUcata per c. £ potrebbesi a tal segno X sostituire 
anche un punto nella seguente maniera a.b . Ma la pih osata 
e comoda maniera è quella delta in primo luogo. 

Finalmente la divisione di a per b s’ indica per a : b ,o 


per —, ciascun de’ quali modi dinota il quoziente di a per b, 

e si pronunzia a divita per Ed a quel secondo modo d’ in- 
dicar la divisione si dà anobe il nome di frazione , chiaman- 
dosi , come nella volgare Aritmetica numeratore la quantità 
eh’ è sulla lineetta orizzontale , e che faceva da dividendo , 
e denominatore quella che sta sotto tal linea, e che faceva da 
divisore ; e ciascun di questi dicesi termine della frazione. 
18. Oltre a questi segni, per esprìmere le principali opc- 


raziom aritmetiche da istituirsi sulle quantità letterali, è ne- 
cessario anche avvertire , che 1’ uguaglianza fra due quanti- 


l 
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tà dinotasi col segno = posto fra esse , che si pronnnzia 
guaU , cosi a^b significa a uguale a b. 

L’ altro segno > posto tra due quantità dinota esser la 
prima maggiore della seconda, cosi a > significa a maggio- 
re dì bj e lo stesso segno rivolto col verficc dell’angolo cha 
lo rappresenta verso la prima quantità , nel seguente modo 
b , dinota essere a minore di b. 

1 9. Ciò premesso , se nel problema trattato nel 7. si 
esprìma per a il numero dato a dividere , e per b 1’ eccesso 
della parte maggiore di esso sulla minore ignota , che dica- 
si X ; per la condizione del problema sarà la parte maggio- 
re espressa da x + ^ i c quindi sarà 

a = X •)■ X -f- ò 

cioè a sarà uguale al dojqiio di x più ò , o sia sarà 
a = 2x -f< i. 


Quindi togliendo di comune b avrassi 


E finalmente 


2x = a — ò. 
a — b 



Ed in questo caso I’ analisi del problema , che differisce da 
quella astratta del §. citato , solamente perchè in questa i 
passaggi , ed il rìsultamento sono simbolicamente espressi , 
si dirà algebrica . Nè vi sarà problema aritmetico , che non 
possa essere in questa maniera risoluto . 

20. U rìsultamento poc’ anzi ottenuto , cioè l’ esprcssio- 


ne X = — , serve anche a rischiarare ciò che fu detto nel 


16. Imperocehè si vede da esso, che non resti determina- 
to definitivamente quel numero x ^ ma solamente si abbia in- 
dicato il sistema delle operazioni che debbon farsi per otte- 
nerlo , allorché per a , ò si sostituiscano que’ numeri che si 
vuole . 
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ZiZBSO PRimO. 

DELL’ ALGORISMO * ALGEBRICO 

CAPITOLO I. 

Della divebsa fobha in cui si presentano 

1 MONOMI ALGEBRICI NEL CALCOLO. 

• ì 

2\. Nella regola al §.15. è stato già detto, che" una 
grandezza sìa continua , sia discreta s’ indichi •generalmen- 
te con una lettera dell’ alfabeto ; ma una volta che siasi ciò 
fatto , il modo proprio da esprimere un qualunque molti- 
plice o summolliplice di essa è quello di prefiggervi il nu- 
mero intero o fratto che esprime un tal mol tiplice. Cosi in- 
dicata per a una grandezza , ne sarà 2a il doppio , 3 a il 
triplo ... ed in generale m.a il moltiplice m ( indicando con 
m un qualunque numero intero ) . Come al conUario ne di- 
1 1 

noterà —a la metà , -^a la terza parte ... ed in generale 

yo U parte p del suo moltiplice m ( indicando ancor p 

un altro numero qualunque ). E questo numero intero o frat- 
to che prefiggesi ad una quantità letteralmente espressa per 
rappresenUrne un moltiplice , o summolliplice dicesi cot//ì 
cicnlc di essa . 

22 . Ciò posto, indicando m.a n.a la somma di due gia,,- 
dezze (17) , o piuttosto di una stessa grandezza a presa ;» 
volte , ed n volle , è chiaro che tal somma equivalga alla a 
presa « -f- n volte ; sicché essendo m -f n = 5 , avrassi 

Con la dcDomìnazioae Algorùmo dinotasi quella parte deir'Una- 
lùi aigtbriea , che espone le regole del calcolo delle grandezze simbo- 
lieamento espresse, 

2 
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m.a -f- n.a = q.a 

£ similmente si rileverà dover essere 
ni. a — n.a = r.a 
supponendo ni — n = r. 

23. Trattandosi di soUrarre n.a da m.a è chiaro elic pos- 
sano accader tre casi : 1° che m sia un numero maggiore di n. 
2" che m sia uguale ad n ; e 3" che m sia minore di n. Nel 
primo caso , supponendo ni maggiore di n per quanto c p , 
cioè m = n -f- p , c ancor chiaro, che la quantità m.a si ri- 
durrà ’ ad ( n -f p ) a , cioè ’ ad n.a + p.n ; e quindi che 
m.a — n.a sia quanto n.a -fp.a — n.a, cioè quanto -f-p.a, 
distruggendosi fra loro na c — no. Supponendosi in secon- 
do luogo , che ni pareggi n , anche m.a adeguerà n.a ; c 
quindi la differenza loro m.a — n.a sarà zero . Finalmente 
se la m sia superata dulia n perp, cioè che sia n = m ~j- p, 
si vedrà, come nel primo caso , che la quantità m.a — n.a 
si riduca ad m.a — m.a — p.a, cioè a — p.a. Adunque sot- 
traendo la quantità n.a dalla m.a se n è minore di m perp 
il risultamento è -j-p a ; esso è sero in caso di m = n ; ed c 
— p.a nel caso di ni minore di n perp. 

24. Or i primi risiiHamenli , cioè quelli che nascono da 
una quantità minore sottratta da un’altra maggiore, ed a’ qua- 
li , come dalla stessa operazione si rileva , compete il se- 
gno , si dicono posi/irt , per distinguerli dagli ultimi , in 
cui r operazione medesima dimostra che dee competer loro 
il segno — , c che diconsi negativi . 

25. Ecco dunque l'origine algebrica delle quantità isolate 

’ Quel vincolo ( ) è il segno che si adopra più comunemenU 

dagli analisti , por dinotare che tutta la quantità n-{- p è il cocrficìeD- 
te della a. 

’ Si può prender come un postulato , che tanto sia il prodotto di 
una quantità per un' altra , quanto la somma de' prodotti dell' una di 
esse per ciascuna parte dell' altra. 
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1 1 

negative , ed ecco ciò ch'esse indicaao nel calcolo. E sicco- 
me si passa ad oUcncrlc pel risullamento di una sottrazione, 
la quale segue Io stato intermedio tra positivo c negativo , 
ed in cui la quantità da sottrarre supponendosi uguale a quel- 
la d' onde si voleva sottrarre, il residuo è zero ; perciò suol 
dirsi ordinariamente , che le quantità negative sono minori 
del tero , mentre le positive ne sono maggiori ; con la qua- 
le maniera di esprimersi altro non si vuoi dinotare , se non 
che quelle derivino da sottrazione dopo il caso in cui il re- 
siduo era divenuto zero, per essere la quantità che sotlrae- 
vasi giunta all’ ultimo stalo da distruggere alTullo la quan- 
tità da cui si sottraeva , cioè esserle divenuta ugnale Nè 
per ora conviene formarsi di queste quantità altra idea , clic 
quella che ne abbiamo data. 

2G. In oltre si è già detto, che il prodotto di a per & s' in- 
dichi per a & ( i7. ) ; e che il prodotto di più quantità let- 
teralmente espresse si dinoti con 1’ accozzamento di esse , 
con queir ordine che piace . Poiché indicando quell' espres- 
sione una moltiplicazione da eseguirsi , cambiandosi 1' or- 
dine de’ fattori per eseguirla si è veduto noti alterarsi il pro- 
dotto (12) . Or supponendo che quelle quantità sieno tulle 
uguali , ed espresse dulia stessa lettera a ; in tal caso in luo- 
go di scrivere quella lettera tante volte di seguito , quante 
n’ era moltiplicata , cioè quanti sono i fattori indicati da es- 
sa , come per altro s' incontra fallo ne’ libri di analisti più 
antichi , si scrive una sola volta , e si dinota il numero do’ 
fattori ad essa identici, clic debbono contenersi in <|ucl pio- 
dotto, con la cifra aritmetica clic li rajipreseiita , la quale si 
pone a destra della lettera , un poco più allo di essa, c chia- 
luasi esponente. Cos'i se a debbasi moltiplicare per a , il pru- 

* Anclie il Newton nella sua .livVA. Unieers. si espresse ilioi’iulo; 
Quanlilulcs r$l a ffirmativai suiil stu maiuies itiliilo , sei ncijalieae tsa 
ntitilo miitorcs , 
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dotto a a si dinoterà per a* , cho pronunziasi a-due ; e to- 
lendo moltiplicare a per ^ , e per a, il prodotto aaa verrà 
piuttosto indicato per a} , che pronunziasi a ire. Ed in ge- 
nerale , se i fattori identici ed espressi ognuno da a sieno al 
numero indicato da n, il loro prodotto verrà dinotato da a*. 

27. Ogni espressione di simil forma dice.si esponenziale ; 
il numero n che dinota quello de'fatlori identici a contenu- 
ti nell’ esponenziale a* ne sarà l’ esponente , la lettera a , 
che disegna ciascuno di que’ fattori si dirà base della quan- 
tità esponenziale . £ suole anche la a* chisunarsi potenza n 
di o : ed in tal caso il numero n prende il nome di grado 

0 indice di tal potenza di a j e questa quantità si dirà la m- 
dice n , o n-esima di a\ 

28. Ciò posto, se r esponenziale a" vogliasi moltiplicare 
per r altra. a* della stessa base , è chiaro dal §. precedente , 
che il loro prodotto dovrà costare de’ fattori uguali a dell’ u- 
na e dell’ altra quantità che si moltiplica, cioè di a” e di a\ 

1 quali essendo pel primo fattore al numero m , e pel se- 
condo al numero n , risulteranno però pel prodotto al nu- 
mero ni-f n; che perciò un tal prodotto dovrà essere espresso 
da a""*"' (26). E similmente, volendosi il prodotto di a* per 
a" e per a'’, esso sarà a"+*+/’. D’ onde si ottiene la seguente 

REGOLA. 

Ogni guantilà elevata ad un esponente pub considerarsi ca- 
vie il prodotto della stessa quantità elevata separatamente a 
tulle quelle parli in cui si vuol concepir diviso il suo esponente. 

Vale a dire che supposta la m =; p ^ -l- r ... , sarà 
a" = ai’Xa.‘'Xa' ... 

29. Estendendo il poc’anzi detto principio, si potrà pren- 
dere a” come il prodotto di o* per o* per a* ... tante voL 

m . 

te quante bisogna pcrcuc dalla somma coutuiuata di ri- 
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suiti m , cioè n di tolte ’ . E perciò si tede , ebe a* sia la 

potenza n di a* =( 27. ) . Laonde in {venerale : 

Ogni guantilà esponenziale ^ può rappresentare una poten- 
za qualunque di quel grado che vien dinotalo dal numero per 
età si divide il suo esponente. 

30.AI contrario <]uest’ altra esponenziale della base 8tes> 
sa, che ha per esponente quel quoziente, se consideri» per ri- 
spetto alla quantità che si è detto rappresentare la potenza , 
si dirà radice di quel grado medesimo di cui era tal poten- 
za ; poiché questa risulta dal numero di fattori di quella 

■a 

dinotato da tal grado. G>sl essendo a" la potenza n di a* ; 

al contrario a* è la radice n , o n-esima della quantità a* . 
E questa radice suole indicarsi anche prefiggendo alla quan- 
tità di cui si prende per radice il segno yj , che dicesi radi- 
cale ’ , e scrivendo nell’ apertura di esso il grado del radi- 

* La quantità m presa n di volte diviene nm ( 21 ) , e però la 

M 

presa n di volto rappresenterà la m moltiplicata ad un tempo e 

divisa per la B , 0 sia moltiplicata per l'unitd , o però sarà quanto m . 

‘ L' epiteto di asponsiiziais vi è posto a maggior chiarezza della 
regola , vedendosi d'altronde assai bene , che non vi sia quantità 
che non abbia esponente . E laddove alcuno non ve ne sia affisso , vi 
s' int^e r tintld , U quale esponente si tralascia di scriverlo . 

’ £ facile accorgersi che un tal segno sia im' abbrevUzioiie della 
lettera r , che da' primi analisti si prefiggeva ad una quantità per dino- 
tare la radice , che doveva poi esprimersi qual fosse , cioè ia tteonda, 
terza , te. E similmente indicavasi il quadralo di una quantità lette- 
rale con prefiggervi la lettera q , inizialo della voce latina quadraium, 
c cosi pel cubo la lettera c , o pure cu6. , per la quarta potenza , cho 
dicevasi quadrato-quadrato vi si prefiggeva il qq ; e cosi io s^uito. Ma 
tali indicazioni , che per allora potevan solo indurre io qualche equivo- 
co , non sarebbero al presento nò men praticabili , poiché scrivendosi 
Oliere algebriche nella propria lingua , l' inizialo di tali voci oeu è por 
tutle la mcdvsima . 
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cale , che si chiama indice di questo, cioè pel caso di sopra 

■ 

espresso della radice n di a** , nel seguente modo y a*” . 
quell’ indice suol tralasciarsi nel solo caso che sia 2 ; sicché 

J 

invece di scrivere ya" basta scrivere ya" . 

m * 

31. Adunque a* = ya”* , il che mostra , che : 

Ogni quantità ad esponente fratto rappresenta un radica- 
le, il cui indice sia il denominatore del fratto esponente , e la 
grandezza sotto il segno radicale sia la base deW esponenziale 
elevata al numeratore deW esponente fratto . 

Al contrario : 

Ogni radicale si potrà sempre trasformare in un' esponenzia. 
le frazionaria, se dividasi l’ esponente della quantità sotto il se- 
gno per r indice del radicale. 

32. In oltre sia la quantità esponenziale a”* , ed m dinoti 
un qualunque numero intero o fratto , le cui parti sieno rap- 
presentate da p , p , p ... ; sarà o”* = a'’+'’+'’+'” ( 28. ) ; 
e 1 distruggimento di ciascun p nell’ esponente dinoterà nel- 
l’ esponenziale a" lo svanimento di un fattore ( 26. ) dinota- 
to da a'’ , o sia la divisione di a”* per a'’ ; che perciò , se 
quelle parti dell’ esponente si distruggano tutte , ciò indi- 
cherà la divisione di a" pel prodotto di tutt’ i suoi fattori , 
ciascuno espresso da a^ , cioè per la stessa a” ; il qual quo- 
ziente è r unità . Ma distruggendosi tutte le parti p dell’ e- 
sponcnle m esso divien zero. Adunque a° = 1 ; cioè : 

Ogm. grandezza che abbia per esponente il zero è uguale at- 
V unità . 

£ quest’ unità sarà della specie stessa che la base di qucl- 
1’ esponenziale. 

33. Finalmente continuandosi lo stesso ragionamento si 
vedrà , che se pervenuta la quantità «" ad a" , pel distrug- 
ginicnlo di tutte le parti p nel suo esponente m , si continui 
tuttavia a supporre il suo esponente minorato dip, si vcrreh- 
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bero con tale operazione ad assegnare alla base a gli espo- 
nenti negativi — p , — 2/> , — Zp ... ( 23. ) ; e quindi 
si verrebbe a formare un’ altra serie di esponenziali negative 
a— r,o”’'’,o — . . . . o — " . Or ciascuna di quel- 
le operazioni esprime un’ ulteriore divisione della quantità 
ottenuta con le divisioni precedenti, per la stessa ar ; e quin- 
di siccome tal quantità per siffatte divisioni al numero n ora 
ridotta ad a° , cioè ad 1 , si comprenderìi perciò facilmen'» 

1 1 

te che a ~ corrisponda ad j e cosi a ad — ... * 
\ 

a — " ad . Vale a dire , che : 
n” ’ 

Ogni quantità esponenziale ad esponente negativo , pareg~ 
già r unità divisa per la stessa esjìonenziaU colf esponetUst 
positivo . 
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CAPITOLO li. 

Conseguenze che teaggonsi dalle considebazioni 

STABILITE NEL CAPITOLO PBECEDENTE. 

SA.Essendo ah quanto il prodotto di a per 4 ( 17. ), cd 
fl"4" quanto quello di o" per 4" ( 28. ) , ove m dinoti un 
qualunque numero intero o fratto , positivo o negativo , è 
chiaro , che se un tal numero m si supponga diviso in parti 
uguali, n di numero , ciascuna espressa da p , debba essere 
o"4" = ec. X ec. , essendo « il numero 

si de’ primi fattori rappresentati da aP, che quello de’secoudi 
dinotali da Ìp , cioè uguale alla quantità a'’4'’ moltiplicala 
per se stessa continuamente tante volte , quante volte p si 
contiene in m , cioè n di volte . Vale a dire : 

La potenza n di ima data quantità , la quale costi di due 
o più fattori , è quanto il prodotto delle potenze del grado 
stesso A que' suoi fattori. 

Al contrario : La radice n di una quantità , che costi di 
due 0 più fattori é quanto il prodotto delle radici del grado 
stesso A ciascuno A que' fattori. 

Cosi [o*4’]’ = [a*]’xl4’]’ 

e 

a 

35. In oltre se abbiasi la quantità m^aP’q'' , potrà essa 

i» s. 

porsi sotto r altra forma m.a •q" ( 31. ), eh’ è quanto 

n 

m.aP^ q"" , cioè : 

Se mai la quantità esistente sotto al segno radicale abbia un 
fattore da cui possa estrorsi la roAce che V indice del radica- 
le ne Anota, si potrà il radicale ridurre a forma più semplice, 
facendo svamre tal fattore da sotto al segno radicale, e molti- 
plicando il corniciente del radicale per quella radice A esso 
fattore. 
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36. Di più , se la qaantiUi a* debba elevarsi alla potenza 
p intera o fratta , bisognerà prendere nel primo caso quel 

molliplice di cbe vien dinotato dap ( 29 ) , e nel secon- 

ftl 

do quella parte di — che p ne dinota ( 31 . ) , e sarà quel 

inoltiplicc o questa parte di — 1’ esponente rispettivo della 
potenza o della radice cercata . Poiché in quel primo caso il 
nuovo esponente ~ contenendo p di volte l’ altro , la 

quantità a * dinoterà la potenza p di a'* ( 29. ) , e nel secon- 
do caso r esponente — contenendosi p di volte nell’ altro —, 
anche la quantità aJ" dovrà contenersi p di volle nell’ altra 

t m 

a' ; e perciò quella sarà la radicep di questa (31 .) Val quan- 
to dire , che : 

Si eleverà una data quantità a data potenza , moltiplicando 
r esponente di quella per f indice di tal potenza. 

£d al contrario : . 

Si estrarrà da una quantità data la radice di un dato gra- 
do , dividendo l' esponente di quella per C indice di tal radice . 
Cosi volendo elevare a^ a quadrato, questo sarà a’-’ = a', 

e volendo elevarvi Va > tal quadrato sarà quanto a* = a 

t 

= Va*. S’ onde si rileva più specialmente , che : 

37. Volendo elevare un radicale a data potenza , basterà 
elevarvi la quantità sotto il segno ; o pure sopprimervi il segno 
V 1 nel caso che la potenza cercata sia del grado stesso di 
quel! indice . 

Al contrario , volendo estrarre da a’ la radice seconda , 
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essa (36.) sarà a ’* = o*= = « V« ^ vo- 

3 T ^ f 6 ^ 

lendola di V « , essa sarà a '* = n* =V « ■ • 

Si estrarrà la radice da un radicale , molliplicando F indi- 
ce del radicale per quello della radice che da esso si vuole e- 
strarre ; o pure estraendola dalla quantità toUo il segno , se 
questa sia potenza perfetta del grado della radice da estrorsi. 

Cosi / V «'■" = V «'" = = «“ = V«'’- 

38. Ritornando nuovamente a ciò che fu stabilito nel §.31 . 
si vedrà , che avendosi un radicale della seguente forma 

af" , r esponepzjale frazionaria, che, le corrisponde sarà 

p'* 2. **• 

=3 a" = \/o" ; la qual cosa dinota , che ; 

Se mai F indice , e f esponente generale della quantità sot- 
to al segno radicale si moltiplichino perdano stesso numero , 
eiok che questa si elevi a queUa potenza pel grado della quale 
si moltiplica t indice del radicale ; la quantità radicale che 
per tal mode si ottiene pareggerà la proposta . 

39. Ciò premessso , se mai si abbiano i due radicali 

« 1 
yja” e y/b’’ 

si vedrà eh’ essi ridotti ad esponenziali frazionarie diverran- 
no rispettivamente^ 

a'- e a^j 

o pure «*' c i'* 

se riducansi gl^ esponenti frazionari al^mcdesimo denoipina- 

lorc o finalmente a 

Va"» e V*”" 

passando di nuovo da esponenziali frazionari a radicali. . 
D’ onde si rileva , che : 

Due radicali d'indice diverso possonsi ridune a due altri 
respettivamentc uguali a' proposti ,'c dell indice stesso^ pren- 
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derido per indice tótrtàne de' radicali ridotti il prodotto degl'in- 
dici de radicali proposti , ed elevando la quantità eh' è sotto 
al segni) di ciascun di questi alla polcnza'dinólàtà dalC ’espo- 
‘nente delf altro. 

AO. €he se 1’ hidìce ^éll’ tm ràdiciate riuscisse esatlamcn- 
te dÌTÌsibiIe jler I’ 'esponeotè dell' altro , sarh facile il com- 
preudere , che la suddetta riduzione de’ radicali si otterrà : 

Moltiplicando V indice minore per quel quoziente che si ha 
dividetido per esso t indice maggiore ; ed elevando alta poten- 
sa dinotata da tal quoziente stesso la quantità sotto il segno di 
quel radicale. , 

Cosi Y P , 'e \/ 6 ridotti all' indice stesso diverranno 

i, > 

\a' , c VA’. E ciò che si è stahìKlo nella presente r^ola ò 
immediàla conseguenza del §. 31 , e dell’ ordinaria teorica 
•per la ridóziotoc de’ fratti allo stesso denominatore. 
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CAPITOLO III. 

Del segno coerispondente alle quantità’ algebaicbb 

DOPO LE OPERAZIONI ARITMETICHE CHE SI FANNO CON ESSE , 
ClOt SOMMA , SOTTRJZIONB , MOLTirLlCàSlONB , BIFISIOUX , ‘ 
BLErÀZiONB A POTBKZA , BSTJUZIOWtt DI KÀUICB. 


41. Le quantità algebriche potendo presentarsi nel calco- 
lo col segno -f* > o col — , come sì è di sopra veduto (24.), 
bisogna perciò esaminare qual effetto produca ne’ risulta- 
menti delle calcolazioni suddette questa diversità de’ segai. 

42. Primieramente, per la somma è chiaro che nessuna al- 
terazione possa indurre nel risnltamento di essa la diversità 
del segno de’ termini analitici da sommarsi , mentre la natura 
stessa dell’ operazione indica chiaramente che le quantità 
date debbano comprendersi nella somma col segno stesso che 
avevano . 

43. È chiaro ancora , che nella sottrazione , qualunque sia 
il segno della quantità su cui si opera la sottrazione, se quello 
deir altra che se ne sottrae sìa positivo , cioè -{- , debbasi 
cambiare in — , come sta detto nel §. 22 ; cioè che da A 
sottraendo -f £ , la differenza debba essere A — D , qua- 
lunque fosse il segno della A. Di tal che, se questa già indica- 
va il risultamento di una sottrazione giusta il terzo caso del 
§.23 , e però fosse una quantità negativa , la nuova sottrazio- 
ne che da essa operasi non farà che accrescerla : la qual cosa 
è evidente ; poiché tal nuova sottrazione si può considerare 
come eseguita ad un tratto da quella quantità sulla quale o- 
perando la prima sottrazione erasi ottenuto il residuo — A . 

Cosi se da 7 si fosse sottratto 9 , sicché il residuo fosse 
stato — 2 , e poi di nuovo dal — 2 sì sottraesse -{- 3 , ciò 
equivale a sottrarre da princìpio 9 -f 3 , cioè 12 , da 7 ; e 
però il residuo risultante dovrà essere — 5 , cioè quanto il 
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— 2 prima oUenuto acanto al — 3 risaltante dalla secon- 
da sottrazione. 

Resta ora a vedere cosa avvenga allorché da si sottrae 
—B. Or in tal caso è chiaro, che aggiugnendo a queste due 
quaatilà una stessa quantità -{- R , e poi eseguendo la sottra- 
zione , non debba sofErir cambiamento la differenza cercata, 
che perciò la differenza tra e — £ sia quanto quella tra 
^ B e — B-pjB, cioè iT&A-jrB e zero, e quindi ugna- 
le ad ^ -f il . Adunque per eseguir la sottrazione di — B 
da A , (^nviene aggiungere ad .di il — B con segno cambia- 
to . Ma la stessa a^unzione col cambiamento di segno si è 
già veduto aver luogo nell’ altro caso ove da A voleva sot- 
trarsi •4* Adunque generalmente : 

Volendo sottrarre una quantità algebrica da un' altra, bi- 
sogna cambiare a quella da sottrarsi il segno nell opposto , 
cioè il -f- in — ,0 il — in -J-, ed aggiugnerla all altra <f on- 
de vuol sottrarsi. 

44. Passando adesso alla moltiplicazione , potremo pren- 
dere ame postulato , che -i- A x + R — + AB ; resta a- 
dnnque a vedere qual segno tocchi al prodotto èii A per 
•*— J? , e di — A per — £ . Or nel primo di questi casi ò 
chiaro che il segno del prodotto non possa essere -(• ; poi- 
ché altrimenti un tal prodotto sarebbe identico all’ altro di 
•{- A per -{- R ; e quindi essendo pur identici i fattori .f* A 
e -j- lo dovrebbero anch’ essere gli altri due -J- B e — J?; 
da che si (rarrebi>e,con a^iugnervi di comune -{-B , 2B=o. 
Che perciò il prodotto di .d per — B dovrà essere — AB. 
Vale a dire , che : 

Quando I un de fattori è negativa , il prodotto sarà anch» 
negativo . 

Finalmente , con un ragionamento analogo al preceden- 
te si rileverà , che il prodotto di — A per — B debba es- 
sere -p u4B ; mentre supponendolo — AB , verrebbe a con- 
fondersi con quello di -i- A per — B i che perciò sarebbe 
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cotale poc’ anzi -f B = — B — o .E. però : 

Quando i due faUori sono negativi, o sia entrambi affetti dai 
segno — , il prodotto risulterà positivo t 

45. Adunque dalle precedenli conaideraaioni rimane stabi- 
Itta r ovvia regola pe’ segni nella moltiplicazione , cioè che: 
'Gli stessi segni de’ faUori danno -{- segno dd prodotto , 
ed i diversi danno — . 

'46. Or siccome ogùi potenza non è che il prodotto suc- 
cessivo 'di fbttori eguali ( 27. ) , segUe perciò dalla regeda 
precedentemente stabilita che : 

Sarà sempre il segno di uiiapotensa ài grado pati di una 

quantità , sia qUeSla positiva o pur negativa : e Se il grado 
della potenza sia impari , avrà essa h stesso segno che aveva 
la radice. 

'47. Dalle cose poc’ anzi dette si rileva pure , che volen- 
dosi scindere un prodotto affetto dal segno -!• in due fattori, 
sia dubbio se questi debbano avere ciascheduno il s^no -f , 
o pUre il — ; e che sarà anche dubbio se la radice di grado 
pari di una quantità positiva debba 'essere afl'elta dui segno 
+ , 'o dal — ; che perciò in simili rincontri si prefigge a quo’ 
fattori 0 a questa radice il doppio segno ± . 

Cosi -j-AB rs-fAx + ® — ~*Ax— R 

e yA” = ±A. 

48. Ed è anche manifesto che sia impossibile fa radice 
pari di grado di una quantità negativa, ossia affetta dal — , 
mentre si è veduto che quella quantità non può giammai aver 
luogo come potenza pari di un’ altra : che perciò dagli ana- 
listi , a questa specie di radici che occorre considerare nel 
calcolo algebrico , come a suo luogo vedremo , si è dato il 
nome d’ impossibili, o piìi comunemente di radici immaginarie. 

Tal’ è , pér esempio, y — . A" . 

49. Le considerazioni stesse stabilite pe' segni nella mol- 
liplicazione traggono con loro , per immediata consegueu- 
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Ea la regola pe' sogni; nella, divisione . Imperocché essen- 
do -f AB = -f- ^ X + B , o pure a — A X — B , h egli 
chiaro , che se AB si divida per -f A debba corrispoodente- 
mente risnltarne per quoziente 1' altro fattore >f £ , e disi- 
dendo + AB per — A dovrà esser — £ il quoziente . 

In oltre, poiché — AB = — A X + £, si vede perciò, 
die dividendo — AB per -f £ debba risultare per quo- 
ziente — A ; ed al contrario , prendendo per divisore di 
— AB il fattore — A, il quoziente dovrà essere 1’ altro fat- 
tore -f- £ . 

Vale a dire , che del pari che nella ipoltiplicazione : 

Allorché il dividendo e divisore hanno lo stesso segno , il 
quoziente è positivo ; è negativo se quelli abbiano segni 
mversi . 
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CAPITOLO 1Y< 



Della diteksita’ che passa tra la natdra selle opira- 

EIOM ALGEBRICHE E LE ANALOGHE SELLA TOLOARB ARITMETICA. 


50. L’ Algebra essendo , come fu da principio detto , nn’ 
Aritmetica universalizzata , conviene che nel trattar di essa 
si abbia sempre la mira a mostrare la corrispondenza , o la 
diversità tra le operazioni che si e.s^uono col calcolo aritme- 
tico, e le corrispondenti ad esse nel calcolo algebrico ; che 
perciò sebbene quello che saremo per dire nel presente ca- 
pitolo si possa agevolmente rilevar da chiunque pongasi a 
riflettere su quanto ne'precedenti si è detto , nulladimeno noa 
abbiamo stimato inopportuno pe' giovani , che ciò sia ad es- 
si manifestamente esposto. Intanto è uopo stabilire prima di 
ogni altra cosa le seguenti definizioni di alcune voci. 

51 .Per Monomio , o Termine analitico s’ intende una qua- 
lunque espressione algebrica non interrotta da segni, ma con 
quel solo che le appartiene . Tali sono 


•f , — hayjq 


. V? .. 

> “ ; . " “ ì ■ f 


52. Più monomi scritti l’ un dopo 1’ altro , ed enunciati e 
presi come una sola espressione algebrica , diconsi Polino- 
mio . Ed ogni polinomio prende poi piìi specialmente il nome 
di binomio , tritiomio , quadrinomio , ec. dall’ esser due, tre , 
quattro , o più i termini che compungono l’ espressione che 
Io dinota. 

Cosi * 3o’i — 5:^ è un binomio. 

3a'b — -f- 4z è un trinomio. 

Za'b — 5a^ -b 4z — 4s’ è un quadrinomio. 


cc. — - 

' Si avverta che il segno -f- si supprime si innanzi ad nn monomio 
che di esso sia affetto , si innanzi al primo termino di un polinomio. 
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53. Or poiclic , com’ è chiaro , il valore della quanlilà 
rappresentala da un monomio algebrico risulta dalle lettere 
accozzate che in esso contengonsi , e da’ rispcllivi esponen- 
ti di queste , senza che vi contribuiscano afTatlo i coeiiicien- 
ù , i quali servon solo ad esprimere ì moltiplici, o summul- 
tiplici di una quantità , e senza che vi contribuiscano i ^e- 
gnì , che si è veduto essere accidentali alle quantità, risul- 
tando essi dalle operazioni che su quelle s’ istituiscono , ce 
segue perciò, che ogni qual volta due moccmi algebrici con- 
terranno le stesse lettere , e per le identiche di queste gli 
stessi esponenti , variando poi , se così avviene , nc’ coclli- 
cienti , essi esprimeranno in diversa quantità la cosa stes- 
sa ; e se variano anche ne’ segni , dinoteranno anche diverso 
stato di quella tal cosa . Così i monomi 3a’a.- e 5a’x non in- 
dicano, che la stessa quantità rappresentata da a’.r presa pri- 
ma 3 volte , e poi 5 volte . Or i termini analitici così con- 
dizionati diconsi simili. Ed è manifesto che siccome essi rap- 
portansi alla stessa unità , che può esser rappresentata dal 
complesso della parte letterale di ciascun monomio , si po- 
tranno ridurre facilmente ad un solo, con la somma de’ coef- 
ficienti , se essi avevano il segno stesso , e col sottrarre dal 
coefficiente maggiore il minore , dando al residuo il segno 
di quello , se tali monomi erano di contrario segno. 

Così per esempio i due monomi 

3a’x 5a’x equivalgono a -f- Sa’x ; 
e gli altri qc 3a’x ± óa'x equivalgorw a ± 2a’x . 

Considerando la prima volta la linea de’ segni superiori , 
e r altra quella degl’ inferiori . 

54. Questa operazione per mezzo della quale due o più 
termini simili riduconsi ad un solo , diccsi contrazione , o ri- 
duzione . 

55. Dalle considerazioni precedentemente stabilite si rile- 
va ,che h contrazione non possa aver luogo tra termini a- 
oalilici dissimili , come per esempio 3a’x c ba'x’ , o pu- 
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re Za'x e vtb'y ; ciò non ostante nulla impedisce che l' ana- 
lista consideri astrattamente queste quantità dissimili, ed an- 
-cora di diversa natura , sommate insieme o sottratte 1’ una 
dall’ altra , e quindi delle poc’ anzi dette s’ indichi 
la totnnia per 3a’a: 5a’.r’ 

la differenza per 3a'x — bò’y. 

5G. Ecco già una delle principali diScrenze tra le opera- 
zioni aritmetiche c le algebriche . L’ Aritmetica non può i- 
stituir somma , o sottrazione , che tra quantità numeriche 
rapportabili alla stessa unità, o ad unità correlative , e quin- 
di tra quantità o afl'atto simili , o che vi sieno riducibili , 
mentre I' Algebra estende tali operazioni anche alle quantità 
dissimili ; il che fa che solamente questa sia suscettiva di 
cilcltivc espressioni polinoniie. 

57. 1/ altra csscnzial diflerenza tra il calcolo aritmetico c 
r algebrico consiste , nel dar quello I’ effettivo risultamcnto 
delle operazioni che con esso si cercavano , mentre questo 
non fa altro , come fu già detto nel §. 1G , che indicare in 
prospetto le operazioni aritmetiche da eseguirsi per ottener 
quel risullameuto , allorché le quantità letterali si cambias- 
sero in nuraericbc.Cosi, per esempio, l esppcssione 'Sa'x non 
è già il valore enunciativo del prodotto de' tre fattori , cioè 
di 3 , del quadrato di o c di a; , ma una semplice indicazio- 
ne di tal prodotto , il quale solamente si otterrebbe , allor- 
ché dando ad a , a: i valori numerici rispettivi , si eseguisse 
il quadrato di a, e poi si moltiplicasse per 3 , e pel numero 
che vien rappresentato dalla x. Così che ponendo, per un ca- 
so, n = 10, e però = 100, a = 5, la quantità 3a’x pren- 
derebbe il valore enunciativo rappresentato da3x100Xo 
— 1500. Da éiò è manifesta la differenza tra il risultamento 
di una operazione aritmetica , c quello della simile operazio- 
ne algebrica ; poiché il primo non é che individuale , o appar- 
tenente ad una sola di tali operazioni , mentre I' altro é iiui- 
vcrsalc , c comprende tutti gli altri casi analoghi. 
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58. In oltre è ancor ckiaro , che ne’ risnltamenli aritme- 
tici non si possa scorger la via per la quale vi si e pervenu- 
to ; e quando anche questa sappiasi , s’ ignora puredu’qiia- 
li dati si è partito ; mentre c quella e questi evidentemente 
si mostrano ne’ risnltamenli del calcolo algebrico ; vedendo- 
si come in prospetto la natura delle operazioni che ha bi- 
sognato effettuare per ottenerlo , e le quantità che vi han- 
no servito di base . Cosi , per esempio , ritrovandosi il pre- 
cedente numero 1500 per risnitamento di un calcolo arit- 
metico , non si può da esso discernere con quante e quali o- 
perazioni siasi ottenuto , avendo potuto derivare egualmen- 
te per somma, per residuo, per prodotto , per quoziente cc., 
o da queste operazioni in qualunque modo combinate insie- 
me , e ciò in infiniti modi diversi ; il che , quando anche 
fossero note le specie di operazioni che lo hanno prodotto , 
ci lascerebbe tuttavia nell’ oscurità degli elementi d onde si è 
partito ; ma al contrario 1’ espressione algebrica •ia'x fa in- 
tuitivamente conoscere, eh’ essa risulta dal prodotto del qua- 
drato di a per la x preso 3 volte • E ciò basti per ora sul 
presente argomento . 
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CAPITOLO V. 

D£L calcolo algebrico. 


59. In questo capitolo nel quale imprendo a trattare del 
calcolo algebrico , comprenderò per le principali operazioni 

eli esso le quantità in generale , razionali o irrazionali , inte- ^ 
re o fratte ; poiché come si è già veduto ne’ §§. da 29 a 33 , * 

unica è la loro natura , e dilferisconsi solamente nella spe- * 
eie, per la qualità del loro csponcute intero o fratto , positi- 
vo o negativo . F. quello principali operazioni , sono , come 
nell’ Aritmetica volgare , la somma , la sottrazione , la mol- 
tiplicazione e la divisione , delle quali eccoue partitameute 1’ 
andamento. 

DELLA SOMMA , E SOTTRAZIONE. 

60. Per ciò che spetta alla somma , e sottrazione delle 
quantità algebriche , non t’ è bisogno di stabilire alcuna re- 
gola , rilevandosi dal §. A2 , che la somma di esse si ottie- 
ne col disporle 1’ una dopo l' altra col proprio loro segno, ed 
eseguendo la contrazione tra i termini simili , se mai ve ne 
sono ; e che la sottrazione non è altro , che una somma del- 
la quantità da sottrarsi , col segno cambiato, all' altra d’ on- 
de si vuol sottrarre (A3.) . Sicché basterà per tali due ope- 
razioni il recar qui il seguente 

Esempio. 


! 3(i’x — Ib^y’ -f- 
2a’a;’— 5by + ^~ 6/V^’ 

Potendo supporre tali espressioni già disposte 1’ una in 
continuazione dell' altra eseguendo io esse la contrazione si 
avrà per (oro 


'■ia'x -f 2«’x’ — 1 2by + A,rV/ + ^ 1/V-^ 
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£ COSI pare cambiando i segni a’ termini di quella che vuol 
sottrarsi , o sia alla seconda di esse , e poi eseguendone la 
somma con l' altra si otterrà il 

residuo 1 3a'x — 2a'x' — 24V’ + -f- y\Jx 

CI . Ove è da notarsi solamente , che i quarti termini del- 
^ 4 

, le espressioni date , cioè — , e — 6y^ x’ , i quali 

contengono per fattori quantità radicali , sono simili , seb- 
bene non r apparissero a prima vista , per essere quello della 

4 

seconda di esse , cioè — GySjx' suscettivo di riducimento a 
— 6y yjx ( 38. ) ; ha però bisognato eseguirvi prima una 
tal riduzione , ed indi la contrazione. 

62. Chi volesse poi convincersi della verità di quel re- 
siduo , anche partendo dall’ ordinaria nozione , che di esso 
si ha , cioè che debba il medesimo aggiunto alla quantità 
che si è sottratta produrre l'altra sulla quale si è operata la 
sottrazione , troverà ciò vero effettuando tal somma. 

63. Allorché però nelle espressioni proposte per la som- 
ma , o per la sottrazione vi sono fratti ; i risultamenti di ta- 
li operazioni sono ancora suscettivi di riducimento, del che 
tratteremo dopo di aver esposte le regole per la moltiplica- 
zione , e per la divisione delle quantità algebriche. 

DELLA MOLTIPLICAZIONE. 

64. In primo luogo sia da moltiplicare 

il monomio m.af'x'^ 

per r altro n . h'y‘ 

ove m, n, p, q, r, t dinotino qualunque numeri razionali . É 
chiaro dal 17 , che verrà dinotato 

il prodotto da mn.a'’b''xtj‘ . 

Ciò posto , passiamo ad esaminare particolarmente le diver- 
se forme che prende tal prodotto secondo i segni e la qualità 
intera o fratta degli csponeuli p, q, r, t. 
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C5. Primieramente sia negativo 1’ esponente sicché quel 
primo fattore si trasmuti nel fratto — - — ( 33.) : è chiaro, 
che il prodotto di sopra indicato prenderà in questo caso la 
forma — ^ 


D’ onde si rileva che : 


Un monomio frazionario si moltiplica per un altro monomio 
intero , moltiplicando il numeratore del fratto per l intero , ó 
ritenendo nel prodotto lo stesso denominatore del fattore fra- 
zionario . 

66. Ed essendo negativo anche l’ esponente t della jr nel- 

. n.b’' , 

l'altro fattore , sicehè questo si riduca ad — — ; quel pro- 

„ - mn.al’h’' 

dotto da prima ottenuto diverrà della seguente forma- ^y ~> 
e ciò mostra che : 

Due monomi frazionari si moltiplicano fra loro , moltipli- 
cando fra loro i numeratori , c fra loro anche t denominatori. 

67. Che se Tesponentc q della x fosse stato un fratto, per 

esempio — sicché quel primo fattore si cambi in mn.af\/x^ 
( 31. ) , il prodotto di sopra espresso prenderà anch’esso la 

s 

forma mn.a^b’jr' V • 

£ da ci ò si rileva , che : 

Un monomio razionale si moltiplica per un altro mono- 
mio radicale , moltiplicando il coefficiente di questo , cioè la 
quantità , eh’ è fuori del segno radicale , per quel primo mo- 
nomio . 

68. E supponendo in oltre esser anche frasionario V espo- 
nente t , ed espresso da , sicché il fattore ove conticnsi 

la y‘ sia della forma n.i'' , in tal caso quel prodotto 

prenderà la forma 
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• f 

tn.na^b'^x^ 

Ov’ è da avTertirsi che siccome i due fattori 

B / 

yx* e 

ridotti allo stesso indice ( 39. ) corrispondono a 

•/ ut 

y/x^ e y^'** 

mi 

il cui prodotto è , così quel prodotto già indicato 

k7 

di sopra diverrà mn.a’’b''y/x*y‘. Cioè a dire che : 

Due monomi radicali si moltiplicano fra loro , riducendo 
prima que’ radicali allo stesso indice , e poi moltiplicando fra 
loro i coefficienti di questi , ed anche fra loro le quantità sotto 
a’ segni de' medesimi radicali. 

C9.Che se i fattori proposti fossero nel tempo stesso radi- 
cali e frazionari, si otterrà il prodotto,com’è di per se chiaro, 
combinando insieme le regole date no’ numeri precedenti. 

70. Operando nell’ anzidetto modo si troverà, che il pro- 
dotto de’ due monomi 

3a’\fx' c\Je . Za'cyjx^z^ 

■ e — ^ sia 1 

2AVr sóvyuy 

71. Sicché per la moltiplicazione de’ monomi algebrici 
non resta altro caso a considerare. 

72. Suppongasi ora che sia polinomio I’ un de’ fattori ; 
ri salterà il prodotto di esso per l’ altro fattore monomio , 
dalla somma de’ prodotti parziali di ciascun termine di quel 
polinomio per questo monomio : e 1’ operazione a farsi per 
questo caso rientrerà perciò nel precedente , come lo mo- 
stra r esempio , che or segue : 

Fuucri 

Ituy 

Prodot. — Sa’A’j’ -|- 1 Qa'y\Jx' 

73. Se di ciò , che intuitivamente per altro rilevasi , si 


Digitized by Gopglc 



3a 


analisi algebrica 


volesse ancora una dimostrazione , essa potrà ottenersi con 
un ragionamento analogo a quello della prop. 7.1ib. VII. di 
Euclide , nel seguente modo. 

Sia A + B G = M : dico che debba esser pure ÀP -f 
BP + CP = MP . 


Imperocché, per la natura della moltiplicazione P mi- 
. sura AP per le unità che sono in A ; e similmente P misu- 
ra BP per le unità che sono in B , e la stessa P misura CP 
per le unità che sono in C . Adunque P misurerà AP -f- BP 
CP per le unità che sono in A 4 * B -f- C , o sia in M. Ma 
F misura MP anche per le unità che sono io M. Adunque P 
misura egualmente AP BP -f (^P > che MP , e però que- 
ste due quantità sono uguali. 

74. Finalmente essendo polinomi ambo i fattori , risulte- 
rà il prodotto , com’ è chiaro , dalla somma de' prodotti di 
un di essi per ciascun termine dell’altro ; del che eccone un 
esempio ; 




Prod. ( — òa'by + 1 0a>^x’ 

parz. j \ 2a'qx^y -f 1 — 20ijy.r^j’ 

Prod. l 60 *.:^ — Sa’b^y’ -f- 1 0«y y x” — 1 2a'qx\/y -\- 1 (yb^qySjy 
( — 20q^tY 


75. Ed è da osservarsi, che sebbene sia arbitraria la ma- 
niera di disporre i prodotti parziali, pure conferisce in alcu- 
ni casi alla contrazione il disporre que’ tali prodotti in mo- 
do, che i termini simili si corrispondano in una stessa linea 
verticale : 


È noto dagli Elementi di Aritmetica, che l'unità stia all'undu' 
fattori, come r altro fattore al prodotto , vai quanto diro , che l'un 
de' fattori si contenga , 0 cb'è lo stesso misuri il prodotto , per quanto 
volte r unita si contiene , ossia misura l' altro fattore. 
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Fattori I a -f- i 

( a — 0 

Prod.par.\ 

Pfod.tot. a' * — A’ 


7G. Questo rtsuIUmento mostra per intuizione che : ^ 

Moltiplicando la somma di due numeri , per la loro diffe- 
rtnsa . il prodotto che si ottiene è quanto la differenta de'qua- 
drali di que’ mmeii stessi. 

77. Pe’ due precedenti casi della moltiplicazione ( 72. e 
74. ) conviene avvertire , che ove avvenp, che l’ un de’ fat- 
tori , o pur tutti due sieno quantità frazionarie , o pur radi* 
cali , si dovrà alle regole in essi date per ottenere il prodot- 
to , accoppiar quelle stabilite nel primo caso relativamente 
a tali specie di quantità ; le quali regole sebbene ivi si veg- 
gano stabilite pe’ monomj , pure ognun rileva facilmente che 
niente impedendo perchè ciascuna delle lettere che indicava 
un monomio , o un suo fattore , rappresentasse un polinomio 
qualunque, si possano perciò esse ad ogni specie di polino- 
mi algebrici estendere . Ed i seguenti esempj mostreranno 
in prospetto I’ uso delle medesime : 


(Ss’*— W’v)X 


gjfy -H à<?* _ [3a’x — àt’y]X(2gy -|- 4?* ^ 
3m* fce* 3m* in* 


Ba^x'y — 86’*y’-l- ita*q'x — ifìb'q'y 

3«’ in* 

3a’^^— ii’y ixy iy* (3«’jf — i6’y)X(2ay+ t?*) 

o*— à* 3m‘ -J- in* (o* — t*)x(3m* in*) 

6o’x*y — 85’xy* -f- 12a’y*x — 160'y’y 

3a’m* — 36*m* -J- 4a*n* — i6*n* 

(3a’x— ii’y)x3yV (2®y-f- ij’)=(9a’*y— 126’y*)V(2*y-h4?’) 

=9o’xyV (2iry -J-ij *) — 126’y * V (*ary-|-i? ' ) 

(3a'«— ii’Vy)X3yV(2icy-f-ig’)=9a’j;yVf2xy-f-Ì5’)— 126’yV(2jry-|- iy'y) 

5 
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DELLA DIVISIONE. 

78. Vogliasi ora dividere il monomio 

m.afx'f per l’ altro n.b'y* 
ove similmente sieno m, n, p, <y, r, t numeri qualunque posi- 
tivi o negativi , interi o fratti ; il quoxiente verrà espresso 
m.ar.x'' . , . m a’‘x'> 

79. Or suppongasi, clic 1’ esponente q sia negativo, sicché 

m.a’’ 

il dividendo si cambii(<‘ì3.) nel fratto — " quo- 

ziente poc’ ami ottenuto si trasmuterà anch esso nell altro 

J!L. — - — ; dal quale si rileva che ; 

H b'xl/ ’ ^ 

Per dividere un fratto per un intero , bisogna moltiplicare 
per f intero il denominatore del fratto . 

80. Che se fosse pur negativo V esponente l , sicché il di- 

] o.ó'' 

visore proposto sia anche frazionario, ed espresso da 
qnel quoziente sarebbesi cambialo in — moltiplican- 

do per y sì il numeratore che il denominatore di tal fratto , 

il che non altera il suo valore , poiché ciò equivale a molti- 

ni afr' ... 

viicare il fratto per i , esso diverrà — * D onde ai ri- 

* fi o iC* 

leva , che : 

Il quoziente di un fratto per un altro corrispondo al pro- 
dotto del primo per lo secondo rovesciato. 

8 1 . Che se 1’ esponente q della x nel monomio dividendo 

Il . . . . " 

m a^x’’ fosse un fratto — , sicché esso si trasmuti in 
u 

y 

m.a'yJx'" m n’’ ^ 

esprimerà “ quoziente di esso per 


n.ty ; d’ onde si rileva che : 
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il quoziente ili un radicale monomio, per un monomio razio- 
nale si ha sol col dividere per qiu sto il coefficiente di quello , 
rimanendovi inalterato il radicale. 

8‘2. Ed essendo anche frazionario 1 ’ esponente l del divi- 
sore , ed espresso da sicché il divisore corrispon- 


da ed n.L'^Y‘ '■> quoziente sarà 

fn.orV-r* ni nf Va:* »».«'’ fx'‘‘ 


n.b' V/‘ 


V/' 


rìducendo i due radicali all’ indice stesso (39) , per 1’ ef- 
fettiva divisione , conie fu fatto per la moltiplicazione al 
§. 68. Da che risulta la seguente regola : 

Un radicale monomio si divide per tm altro di simil natura, 
dividendo 1' un radicale per { altro , cioè le quantità sotto eC 
loro segni , dopo averli ridotti allo stesso indice, e dando per 
coefficiente al quoziente quello , che si ottiene dal dividere i 
coefficienti de’ radicali rispettivi. 

83. Non è fuor di proposito avvertire , che tutte le pre- 
cedenti regole per la divisione de’ monomi algebrici, avreb- 
bonsi potuto anche ricavare da quelle già date per la molti- 
plicazione, partendo dal princìpio $ che il quoziente debba 
essere tal quantità, che moltiplicata pel divisore riproduca il 
dividendo. Dal qual principio è anche facile rilevare , che : 

Volendo dividere un polinomio per Un monomiOf bisogna di- 
videre ciascun termine di quel polinomio per tal monomi olfi'l). 

84. Dal principio stesso ricaveremo la regola per la divi- 
sione di un polinomio per Un altro. 

Bappresenti dunque A -p B -f- C -f . . < ufi polinomio da 
moltiplicarsi per l’altro M -p N -p , , Egli è chiaro dal ^ 74, 
che il prodotto richiesto debba risultare da’ seguenti prodot 
ti parziali , cioè ^ 
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A X [ M + N + . . . ] 

B X [ M + N + . . . ] 

C X [ M + N + . . . ] 

ec, 

da’ quali prodotti parziali si rileva per iutuizione , cheV A 
tcrniine deli uu fattore entri per imdtiplicalorc in tult’ i ter- 
mini dell’ altro , e similnieute il B , e 1 C • • • Adunque 
volendo dividere quel prodotto totale 

AM + AN . . . + BM -t- UN . . . -i- CM CN . ^ . 
per A -f B -f C -J- . . . , se prendasi in esso un termine qua- 
lunque che sia divisibile perunallro del divisore, come per 
stabilendo 1’ uno e 1' altro per pri(ui termini rispettivamente 
delle duo espressioni , come por esempio AM ed A, e si ese- 
gua la divisione deH’un monomio per l’altro, il quoziente M 
dovrà essere un de’teimini dell’altro fattore, per esempio M, 
c questo moltiplicato per l iniero divisore A -f B -f C-f- . . . 
dovrà avere nel dividendo proposto tanti termini di rinoon- 
tro , co’ quali si dovrà perciò distruggere eseguendo la sot- 
trazione di tal prodotto dal dividendo , a meno ohe la con- 
trazione non avesse fatto scomparire qualche termine in quel 
dividendo , nel qual caso la presente sottrazione vel resti- 
tuirebbe , In seguito dell’ o|)erazioue finora descritta d<^- 
vranno, nel residuo che si ottiene , sparire tuli’ i termini che 
contcncano la M , non restandovi che solamente quelli che 
risultavano dal prodotto di A -l- B -J- C -t-, . . per N -f- . . . ; 
ihc perciò , preso in tal residuo un termine divisibile per 
quello stesso A del divisore , ed eseguita la divisione di 
quel termine per questo, si avrà un altro quoziente N, che si- 
milmente moltiplicato peri’ iutero divisore A-fB-J-C .. . 
dovrà trovare nel residuo di poc' anzi , che ha fatto da di- 
videndo , alirettanti termini di rincontro , co’ quali si di- 
struggerà j;er la sottrazione , dando luogo ad un nuovo resi- 
duo , in cui non dovrà più trovarsi né lucn per fr^Uore la N , 
K COSI in SI guitu. 
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Un monomio radicalo si divide per un altro razionale divi- 
dendo il coefficiente di quello pel coefficiente di questo, e mol- 
tiplicando pel quoziente il fattore radicale del primo. 

82. Ed essendo anche frazionario l' esponente t del divi- 
sore , ed espresso da , sicché il divisore n.hy‘ corrL- 

I 

sponda ad n.h^yj/ ; il quoziente 

■ » 
n.a^Sja^ m.af 

indicherh che : 

Si divide un monomio radicale per un altro di simile natura 
dividendo t un radicale per V altro , e dando per coefficiente 
al quoziente quello che si ottiene dal dividere i coefficienti de' 
radicali rispettivi. 

83. E non è fuor di proposito avvertire , che tutte le pre- 
cedenti regole per la divisione de’ monomj algebrici, avreb- 
bonsi potuto anche ricavare da quelle già date per la molti- 
plicazione, partendo dal principio , che il quoziente debba 
essere tal quantità , che moltiplicata pel divisore riproduca 
il dividendo. Dal qual principio è anche facile rilevare che : 

Volendosi dividere un polinomio per un monomio , biso- 
gni dividere ciascun termine di epici polinomio per tal mono- 
mio ( 72. ). 

84. Dal principio stesso ricaveremo la regola per la di- 
visione di un polinomio per un altro. 

Rappresenti dunque A -{> B 4* ^ polinomio da 

moltiplicarsi per l'altro M -|- N -f ...Egli è chiaro dal §.74, 
che il prodotto cercato debba risultare da' seguenti prodotti 
parziali cioè 

Ax[ M + N -f- ... ] 

Bx[ M -I- N -I- ... ] 

CxL M -f N ... ] 

cc. 
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da’ quali prodotti parziali si rileva per intuizione , che I’ A 
termine dell’ un fattore entri per moltiplicatore in tult’ i teo- 
mini dell’ altro , e similmente il B , e'I C , Adunque 
volendo dividere quel prodotto totale 

AM ■+■ AN ... + BM + BN ... + CM + CN ... 
per A -f B -|- C se prendasi in esso un termine qua- 

lunque che sia divisibile per un altro del divisore, come per A., 
stabilendo 1' uno e l’altro per primi rispettivamente delle due 
espre.ssioni , come per esempio AM ed A, e si esegua la di- 
visione dell’ un monomio per 1’ altro , il quoziente M dovrà 
essere un de’ termini dell’ altro fattore , per esmpio M ; e 
questo moltiplicato per l’ intero divisore A B -p G 
dovrà avere nel dividendo proposto tanti termini di rincon- 
tro , co’ quali si dovrà perciò distruggere eseguendo la sot- 
trazione di tal prodotto dal dividendo , a meno che la con- 
trazione non avesse fatto scomparire qualche termine in quel 
dividendo , nel qual caso la presente sottrazione vel resti- 
tuirebbe . In seguito della finora descritta operazione do- 
vi anno , nel residuo che si ottiene, sparire tutt’i termini 
che conteneano la M , non restandovi che solamente quelli 
che risultavano dal prodotto di A-J- B -p C -J- ... per N -J- ... 
che perciò , preso in tal residuo un termine divisibile per 
quello stesso A del divisore , ed eseguita la divisione di 
quel termine per questo , si avrà un altro quoziente N , che 
similmente moltiplicalo per l’ intero divisore B C-j-... 
dovrà trovare nel residuo di poc’ anzi , che ha fatto da di- 
videndo , altrcllanli termini di rincontro , co’ quali si di- 
slruggeià per la sottrazione, dando luogo ad un nuovo resi- 
duo , in cui non dovrà più trovarsi nè men per fattore la 
N : e cosi in seguilo. 

85. £ facile comprendere dal già detto , che la divisione 
-non possa lentaisi , che solo quando sienvi lettere comuni 
al dividendo ed al divisore ; c che l’operazione incomincia- 
ta si arresterà quando ciò si trovi non aver più luogo . Sàu- 
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chò dopo le cose esposte nel prcc^lente paragrafo , potiii 
stabilirsi per tale operazione la seguente redola. 

Prr divi(ierc un polinomio per un altro , si ordini il divi- 
dendo e 7 divisore per rapporto ad una stessa lettera , 0 
poi si divida il primo termine del dividendo per lo primo del 
divisore • il quoziente che si ha si moltiplichi per /’ intero di- 
visore , e tal prodotto si sottragga dal dividendo. Indi ordi- 
dinato il residuo per la stessa lettera , si continui la divisio- 
ne come poc anzi , finché 0 si abbia per ultimo residuo il 
zero , 0 puro si pervenga a tal residuo , che non possa più 
continuarsi la divisione ” . 

86. Per ora supporremo ne’ seguenti due c$cmpj arer luo- 
go il primo do’ suddetti casi : 

Esempio I. 

Divisore , Dividendo 


&a*~2a^b+Ua’b' 5„,_o2a«i+42o*A*- 6a*P-Ua^*+%a‘b* 
Quoz.a^—Aa'b-i-2b* ^ ^ 

5 a’ — 2 a* 6 + Ao’fi* 

1* res. — 20a'i+ 8a*A’— 6a^5’— 

— 20a‘A-p 8a^A’-16o <i> 

2* res. + 1 Oa^h' — 4o*i^-|-8o’A* 

‘ — 4a’i^+8a’i‘ 


3* res . 0 0 0 

Le espressioni date si sono ordinate per rapporto alla let- 
tera a , c la divisione sì nel dividendo proposto, che in cia- 
scuno de’residni , si è sempre fatta pel termine Sa* posto in 
primo luogo nel divisore. £ la precedente regola, e ciò che 


Cioè si dispongano i termini dell' uno e dell' altro secondo gli espo- 
nenti di questa lettera. 

' ' Il elio dinoterà che quel divisore era effettivamente un fattore del 
dividendo , I' altro do' quali vien dinotato dal quoziente. 

' * bel qual caso ragioneremo di qui a poco nel seguente capitolo . 


Digitized by Google 



38 


anàlisi algebrica 

ora abbiamo dello è tafficiente a far ioleadere sena’ allra 
spiega r andamenlo dell’ operazione falla. 

£ E E N P I O IL 


a — b 

(^02.o*+o’A+oA’H-A* 
1* rea. 


o< — o’A 

+ a>A — A* 
+ a’A — o'A’ 


2* rea. + o*A’ _ A< 

4- o’A* — aA* 

3* rea. + 

-f. oA’ — A* 

A* rea. 0 0 

87. Termineremo quest’ argomenlo della diaiaione eoa 
dimoalrare il seguenle 


T E O a E N A. 


Se la quantità algebrica P risultante da due fattori M,Ny 
sia esattamente divisibile per V altra D j dovrà ancora esse^ 
lo r un de' fattori MyoN di essa. 


Imperocché esaendo P = M xN, e P diaisa per D dando 

. « . « MxN 

per quoziente esatto la quantità Q, dovrà essere Q = — ^ — 

Ma M ed N essendo entrambe fattori di P ne sono però di- 
P P 

visori esatti , e però ^ espressione intera. A> 

dunque ancor tale dovrà risultare ^ j ® ^ 
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85. È fucile comprendere dal già detto , che la divisione 
non possa tentarsi , che solo quando sienvi lettere comuni 
al dividendo ed al divisore ; e che l’ operarono incomincia- 
ta si arresterà quando ciò si trovi non aver più luogo . Sie- 
di ò dopo le cose esposte nel precedente paragrafo, potrà sta- 
hilirsi per tale operazione la seguente 

REGOLA 

8G. Pi-r dividere un po/inomio per un altro , ti ordini il 
dividendo el divisore relativamente ad una sletta lettera '* , o 
poi ti divida if primo termine del dividendo per lo primo del 
divisore ; il epioziente che si ha ti moltìpUchi per t intero dù 
visore , e tal prodotto ti sottragga dal dividendo. Indi ordi- 
nato il residuo per la stessa lettera , ti continui la ditntio- 
tie come poc an;^i , finché o si abbia per ultimo residuo il 
zfro ”, o pure si pervenga a tal residuo , che non possa pià 
contÌHuarti la divisione 

87. Per ora supporremo ne’ seguenti due esempi aver luo- 
go il primo de’ suddetti casi ; 

Esempio I. 

Divisore Dividendo 

6a7_22a'6-J-ia<,«6*_6«<6’-àa*M-}-8a*6» 

^iioj .0* — *a’6-|-26’ 

5a’ — -f- 4a*6* 

1“ res. — 6a«6’— àa’à'+Sa’fr* 

— 20o‘6H- 8o>6*— 16a<6> 

2® res. ' 4a’6<+8a’6‘ 

3® res. 000 

Cioè si dispongano i termini dell’ uno e dell' altro aecondo gli 
esponenti di questa lettera, 

'* Il che dinoterà che quel divisore era efMtivanjMite un fattor* 
del dividendo , I' altro de' quali vien dinotalo dal quoziente. 

' ’ Del qual caso ragioneremo di qui a poco nel seguente capitole. 
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Le espressioni date si sono ordinale per rapporto alla let- 
tera a , e la di\isioiie sì nel dividendo proposto , elle in cia- 
scuno de’ residui , si è sempre fatta pel termine posto in 
primo luogo nel divisore . E la precedente regola , e ciò die 
Ora abbiamo detto è sufficiente a far intendere sciiz’ altra spie- 
ga 1’ andamento dell’ operazione eseguita . 

Esempio 11. 


a — b 

Quuz. 

1“ res. 
2“ re». 
, 3° res. 

V> re». 


0* — 0“! 
fli — a'h 

-|- a'ti — ()* 

+ a'b — a'b' 

+ a’b' — b‘‘ 

-p a'b' — ab' 

-|- ab' — b* 
+ ab' — b> 

Ò Ò 
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CAPITOLO TI. 

Conseguenze cbb dal phecedeute capitolo tkàggonsi 

PEB LA BlDUZIOtlE De’ FBATTI. 


p+ 0 P o 

88. Essendo — ± :y- (74) si Tede , che : 

Incontrandosi nel calcolo fratti dello stesso denominatore , 
la loro somma , o la differenza dell’ un di essi daW altro , sup- 
posto che sten due , si ottiene col sommare o sottrarre i loro 
numeratori , conservandovi quel denominatore comune. 

Ed è questa per appunto la regola per la somma, e sottra- 
zione de’ fratti , quando abbiano un comune denominatore. 

89. Che se essi non abbiano un comune denominatore sarà 

M P 

facile ridorveli nel seguente modo . Sieno ^ 'q > fratti 

proposti ; sì potrà inserire nel numeratore e denominatore 
del primo il fattore Q dinotato dal denominatore dell’ altro 
fratto , senza che si alteri il Talore di quello ; e TÌceversa 
si potrà inserire nel numeratore e denominatore del secondo 
fratto il fattore N dinotato dal denominatore del primo , sen- 
za alterare il valore di questo secondo fratto , per la quale o- 
peraziooe i due fratti che si ottengono , avranno per comune 
denominatore il prodotto de’ denominatori de’ fratti dati ; ed 

essi saranno i seguenti . Adunque estendendo 

amano mano questa riduzione a più fratti, e deducendone la 
regola generale per eseguirla , sarà questa la seguente : 

90. Per ridurre due o più fratti di diverso denominatore ad 
altrettanti dello stesso denominatole, ed uguali rispettivamente 
a’ proposti, bisogna prendere per comune denominatore de frat- 
ti ridotti il prodotto de' denominatoti de’ fratti dati ; e ’l nume- 
ratore di ognun di questi sarà espresso dal prodotto del nume- 


Digitized by Gopglc 



4o 


analisi algebrica 


rotore del fratto dato corritpondeiUt ad osto , pe’ denominatori 
di ttttli gli altri fratti dati. 

Cosi se fossero dati i fratti 

M _P jl 

IN Q S 

i loro corrispondenti frani ridoni saranno 
MQS NFS NQR 
JNQS NQS 

91. Che se i fratti proposti fossero stati della segneate 
M P . 

forma , i denominatori de’ quali hanno il fattore 

NQ RQ ’ 

comune Q , è chiaro che per ridurli allo stesso denominato' 

re basterh semplicemente moltiplicare i termini del primo 

fattore per R , e quelli del secondo per N , cioè ciascuno di 

essi per que’ fattori non comuni a’ loro denominatori. Di tal 

che , se i fattori proposti fossero stati ne’ qua- 

li a dirittura il denominatore Q del secondo sia un fattore 
di quello NQ del primo, sarebbe stato sufficiente ad eseguir 
la riduzione di tali fratti allo stesso denominatore il molti- 
plicare i termini P , Q del secondo fratto pel quoziente N 
che si ha dividendo il denominatore NQ per 1’ altro Q. 

92. E 8 intende pur facilmente , che volendo ridurre un 
intero allo stesso denominatore di un fratto , bisognerà mol- 
tiplicare l’intero per quel denominatore ; sicché volendo 
sommare insieme quell’ intero e'I fratto, o pur sottrarre l’ un 
di essi dall’ altro, si perverrà a questo risultamento dopo di 
aver eseguita la poc’ anzi detta riduzione . 

P 

Cosi 1 intero Mei fratto — presi insieme corrispondo- 


conlrario , se si fosse ot- 


MQ-fP „ 

no all espressione — ^ . Ed al 

tenuto in st^ito di una calcolazione una espressione della 
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forma poc’ anzi detta , pseguendo la dÌTÌsio|ie del nnmerato' 
re per lo denomiualore finché è possibile , si tornerebbe ad 

P 

arere l’ intero M > e il fratto E ciò può servir di com- 
pimento a quello che fu detto intorno alla divisione nel §.85, 
facendo conoscere , che tutte le volte che la divisione dopo 
essersi continuata fino ad un certo segno viene ad arrestarsi , 
ciò dinota , che il dividendo era un’ espressione la quale ri- 
sultava dal riducimento di un intero e fratto tutto a fratto ; 
«he perciò si compirà l'espressione equivalente a tal divisio- 
ne , cioè il quoziente di essa , aggiungendo all’ intero di già 
ottenuto la frazione che ha per numeratore il residuo di 
quella divisione, e per denominatore il divisore proposto. 

93. Or poiché non si altera il valore di un fratto distrug- 
gendo ne’ suoi termini , cioè nel numeratore e denominato- 
re , i fattori comuni , se ve ne sieno , ognun comprende , 
che per tale operazione esso possa rendersi pih semplice ; 
e che prenderà la forma semplicissima di cui è suscettivo , 
allorché siensi a dirittura distrutti tutt’i fattori comuni a’suoi 
termini , cioè quando il suo numeratore e denominatore sien- 
si divisi pel prodotto di tutti que’ fattori , il qual prodotto 
dicesi maesimo cornuti divisore . Laonde la ricerca di questo 
massimo comun divisore è di estrema importanza nel calcolo 
algebrico ; poiché per mezzo di ^sa talune espressioni fra- 
zionarie possonsi presentare in forma semplicissima . E qui 
avvertiremo , che non conviene mai nel calcolo algebrico tra- 
lasciare di eseguire tutte quelle riduzioni delle quali una 
formola è suscettiva , e che possono rendere il progresso 
della calcolazione piu semplice. 

94. La stessa definizione del massimo comun divisore ba- 
sta a mostrare il modo da rinvenirlo nelle quantità monomie; 
poiché é chiaro , che si otterrà prendendo Intt’ i fattori co- 
muni ad esse, che sono facili a ravvisarsi , e moltiplicandoli 

fra loro. Così il massimo comun divisore tra le quantitunp 

6 
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Sa'x'y e i2a*x’q 

è CTÌdentemente 3aV , ch’è il prodotto de’ fattori 3, a', x* 
comuni alle quantità proposte. 

95. Mei caso poi che le quantità tra le quali si Tuole il 
massimo comnn divisore fossero polinomie, i prìncipi su cui 
è fondata l’ anzidetta ricerca sono i seguenti : 

96. 1. Se una quantità divide esattamente due altre quanti- 
tà , dee anche dividere esattamente il residuo della divisione 
deW una di quelle per t altra. 

Sìeno M , M le due quantità , che abbiano per coranu di- 
visore r altra D ; ed M divideudo M dia per residuo R : do- 
vrà la D dividere anche la R. 

Imperocché sia Q il quoziente della divisione di M per N, 
Sarà per la natura di questa operazione M = MQ -|- R ; e 

• j- m* sin — NQ R . 

quindi M — = n, ed g — e= — . Or il primo quo- 

ziente si suppone esatto , poiché le M ed M sono divisibiK 
per D. Adunque dovià essere anche esatto il quoziente di R 
perD . 

E questo principio , come tra poco si vedrà , é fondamen- 
tale per la ricerca del massimo comnn divisore. 

97. II. Non si altera il comun divisore di due quantità date 
te r una di esse si moltiplichi o pur si divida per quantità che 
non sia fattore delP altra . 

Il qual principio che serve a condurre innanzi l’ operazio- 
ne per la ricerca del massimo comun divisore , è immediata 
conseguenza della definizione di esso . 

Cosi il comun divisore tra le quantità MNQ ed MNP è 
MM , e continua ad esser tale introducendo in una di esse 
la X per fattora , e ncU’ altra la Y , sicché quelle divenga- 
no rispettivamente MNQX , MMPY . £ continuerà pure ad 
esser lo stesso MN il massimo comun divisore , se in queste 
quantità si distrugga nella prima il fattore Q , e nella secon- 
da r altro P , sicché divengano MMX , MMY. 
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98. Ciò premesso , sieno A > B le quantici tra le quali si 
cerchi il massimo comui ^visore ; e divisa A per B ai ab- 
bia per quoziente Q e per residuo R : per cui dividasi B per 
R , e si abbih di nuovo per quoziente Q' e per residuo R' ; 
dovrà Io stesso comwi divisore esserla anche di R ed R'(96. 
che perciò dividasi R per R', e si abbia il quoziente Q" e ’l 
residuo R" ; dovrà tra questo residuo e’I precedente R' es- 
servi anche lo stesso comun divisore che tra A , B ; e cosi 
successivamente. Or se avvenga che quell’ ultimo residuo R** 
sia zero , allora il comun divisore tra R ^ R' dovrà essere lo 
stesso R , ed ò facile comprendere eh’ essendo esso il mas- 
simo tra quelle grandezze , debba permò essere ancora il 
tnatsimo comun divisore tra A , B (96.). 

99. £ dal ragionamento tenuto net precedente nuoterò si 
ricaverà facilmente la seguente 

REGOLA. 

100. Volendo il massimo comun divisore tra due espressioni 
algebriche , bisogna dividere f una di esse per f allra , e poi 
questa pel residuo ; ed indi questo residuo pel nuovo residuo , 
e così successivamente , finché ottengasi per ultimo residuo il 
zero , nel qual caso t ultimo divisore sarà il massimo comun 
divisore cercato tra le quantità date. 

101. Se mai avvenga , che dopo un certo numeradi quel- 
le divisioni successive giungasi a tal residuo , che non pos- 
sa affatto dividere il precedente ; sarà questo il segno che La 
quantità proposte non abbiano comun divisore. 

102. Conviene avvertire , per riguardo alla regola di sopra 
data f che ogni qual volta si ravvisi , in una delle espres- 
sioni , che fa da dividendo o da divisore > un qualche fatto- 
re di essa che non lo sia dell’ altra ^ converrà supprimerlo, 
per render più semplice l’ operazione (97.). Ed al contrario 
tulle le volle che si osservi ^ che nel cominciar qualcutia 
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delle successive ditnioui , non si possa esattamente divide* 
re il primo termine del dividendo per lo primo del diviso- 
li , converrà introdurre per fattore nel dividendo quella 
quantità che rende fattibile tal divisione . Le quali cose lo 
mostreranno assai meglio i seguenti esempj. 



Esempio 1. 

l»Div.* j 

|o’+s*e — ah'—b't 1 

Quant.dat. | o’-j-o 6 « — s 6 *-f- 6 *« — h$'—ac* 

Quos. 1 o’-f^»*c — o 6 *— 6 *c 

1“ Rea. — a*e-j-a6c-f-26*c — 6c* — oc* 

dio. ptr 0 


<i*à— 2 aà*-j-oà c d-o’a 

2 “ DW.* { — 0 * - 1 - o 6 -f-26’ — 6 e —oc 

2 ° Rei. 

* 1 - 0*6 -f- o 6 * —abe^'e 
dio. per b 

1 . 

Quos. — a 

3® Div.» 

1 + 0 * -J- oò — ae ■— 5c 

— 0 * — s 6 -f- ae -f- be 

* Quos. — 1 

3® Res. 2o6 — ^2oe -}-26*— 24» 

• 


cioò (26 — 2 e) (o + t) 


*f> 0 * -f- o 6 — «e — 6 « 

e quindi (97.) 4° Dir.» ja-f-b 

4° Rei. 

0 

Quos. a — c 


Laonde il quarto divisore a , che dividendo il prece- 
dente a’ -f- «6 — ac — 6c ha dato per 4* residuo zero , sa- 
rà il massinto comun divitorc cercato tra le quantità proposte. 


SriEGA DELLA PBECEDENTB OPEBABIONB. 

103.1. Si è divisa V una delle quantità date , quella a de- 
stra per r altra a sinistra , e si è ottenuto per quoziente 1 > 
del quale non si tien conto , come anche de’ seguenti , che 
perciò non più nomiueremo , e per 

r. BE$iDuo — a'c + abc -J- 2i’c — be’ — ac' 
pel quale si è suppresso il fattore c , che non moltiplica lai- 
tra espressione data (97.^ , sicché esso é divenuto 
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— o’ + oi + 2A’ — be~-ae 

e per questo si è diTÌsa V altra espressione data , cioè qoel« 
la a sinistra , che precedentemente aveva fatto da divisore ; 
dalla quale divisione è risultato il 

ir. KE 8 IDC 0 a‘b ab' — abe — b'e 
in cui si è suppresso il fattore b , e poi si è per esso diviso 
il precedente residuo , e si è cosi otlennto per 
Iir. HESiDuo 2ab — 2ac + Qb' — 2ie 
cioè , scindendolo in fattori , 

(2b — 2c)(a+b) 

E soppresso in questa espressione il fattore (2b — 2c) , si è 
diviso il secondo residuo per a & » Is qual divisione ese- 
guendosi senza residuo , dinota che a -f* & sia il massimo co- 
mvn divisore cercato. 

1 04.La presente operazione avrebbe anche potuto termi- 
nare dopo essersi ottenuto il 11° residuo , se d’ allora si fos- 
se riflettuta , che questo poteva scindersi ne' fattori ab — bo 
ed a i , nel qnal caso soppresso il fattore ab — ic , si sa- 
rebbe trovata esattamente eseguibile la divisione del P resi- 
duo per a -f 6 ; e perciò a -j- ò si sarebbe veduto, fin da que- 
sto punto , essere il massimo comun divisore tra le espres- 
sioni date.E ciò può servire a mostrare a' giovanetti di quan- 
ta importanza sia , ad abbreviare la ricerca del massimo co- 
innn divisore , il considerar bene le quantità su cui si opera- 
no le divisioni , per liberare a tempo 1’ una di esse da qua’ 
fattori monomj o polinomj che non sono comuni all’ altra . 

Esempio li. 

103. Dclcrmùiare il massimo comm divisore , se pur ve ne 
ha , tra le date quantità 

M a;‘ — a’ — hx* -f 2x‘ + 5x* — a: — 2 

N 6x* — — 16a> + 6*’ + lOx — 1 

le tjuali veggonsi già ordinate per rofqtorte alla x. 
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Si moUiplìchi r nna quantità data M pel coefficiente 6 
del primo termine dell’ altra N , che non è fattore di que- 
sta ; e poi un tal prodotto si divida per la N , si avrà il 
I* MESiDuo — X* — 8x* -f 6x* + 20x’ — 5x •— i2 
Iodi la N si divida per questo residuo , dalla quale ope- 
razione risulta il 

ir BESiDuo — • 53x* + 20x* + 126x* — 20x — 73 
£d introdotto nel I* residuo il moltiplicatore 53 non (atto- 
re del II* residuo , si divida quello così apparecchiato per 
quest' altro , si avrà per 

lir sEsiDtio — 444x^ + I92x’ -f- 1080x’ — 192x — 636 
i cui termini liberaU dal Ultore comune 12 , non fattore 
del 11° residuo , esso riducesi a 

» 37x* + 16x* + 90x* — 16x — • 53 
Or s’ introduca nel II* residuo il fattore 37 , il qual nu- 
mero è , come si vede, il coefficiente del primo termine del 
III* residuo ridotto , e poi si esegua la divisione di quello, 
così apparecchialo , per quest* altro , si avrà il 
IV*. BEsiDoo — 108x* — 108x* + 108x -j- 108 
che diviso per •— 108 si riduce ad 

X* -f X* — X — 1 . 

E questo siccome divide esattamente il residuo precedente 
sarà perciò il massimo comnn divisore tra le quantità proposte 

£ s B ■ r 1 0 III. 

1 06. VogUasi il massimo comun divisore delle quantità date 
M aed — bed + acf — brf + ad' — id* adf — bdf 
N ago — bgc -J. agd -bgd-i- ohe — òhe -J- ahd — bhd 
È focile ravvisare che quella di esse dinotala da N possa 
sciodersi ne’ due fattori 

f gc + gd-i-hc-i-hd 
I a — b 
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E nccome il primo di questi si può auoor esso soiudere ne' 
due altri quindi è che si avranno i seguenti 

Faltori delia N. ff + A j c + d , a — b 
de’ quali chiaramente si vede che il primo non possa esser 
fattore della M; ond’ è che si potrà comodamente supprime* 
re , e quindi tentar la divisione dell’ espressione M per cia- 
scun degli altri due fattori c d , a — • ò della N , o pure 
pel prodotto loro . E poiché tal divisione fatta nell’ un mo- 
do , o nell’ altro riesce esattamente ; perciò il massimo co- 
mmi divisore tra le quantità proposte sarà 

(a — 4)(c-l'd) , ossia oc ad — be — bd 

107. E questo esempio potrà anche servir di argomento ad 
osservare che non basta , perchè si possa liberare una del- 
le quantità che occorrono nella ricerca del massimo comuu 
divisore da qualche fattore , il vedere che tal fattore non 

10 sia dell’ altra quantità corrispondente , tra le quali si dea 

eseguire una divisione ma bisogna pur avverare , se tal fat- 
tore , essendo anch’ esso suscettivo di scindimento in altri 
fattori , ve ne sia tra questi taluno che possa dividere l’ al- 
tra quantità. Di fatti , se nelle quantità quassfa proposte , si 
fosse soppresso il fattore ge-\-gd-\-hc‘\-hd della N , perchè 
esso non divideva la M , si sarebbe trovato essere solamente 
a—b\\ comun divisore delle quantità M , N , mentre effet- 
tivamente r è (a — b) (c •f d) ; e ciò perchè potevasi 1’ e- 
spressione -f ^d -|- Ae Ad scindere anch’ essa ne’ fattori 
(c + d) (9 + ) de’ quali c -f d l’ è divisore della M. 

108. Non fia inutile qui avvertire , che 1’ operazione pra- 
ticata negli esempi precedenti , riguardo ad apparecchiare 

11 dividendo con qualche convenevol moltiplicatore , perchè 
il quoziente venghi espresso per un intero , potrebbe anche 
tralasciarsi , senza che ne risulti altro inconveniente che 
quello di aver fratti nella continuazione dell’ operazione. Di 
latti se le espressioni proposte fossero 

i’ — -j- 5x — 2 e _ 2x' 5* “ 3 
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Esegnendo la divisione della prima di esse per la seconda si 
La per quoziente — •— , che moltiplicalo pel divisore , e 
sottratto il prodotto dal dividendo , di per residuo 



il quale continuato a dividere per lo stesso divisore , e qnin- 

3 

di il suo pimo termine per — 2x‘ > si ha per quoziente 

e poi r altro residuo 

ic i - 

— + osia + 

1 

supprìmendo in esso il fattore eemune . E dividendo il 

divisore di poc’ anzi per quest’ ultimo residuo ; dal nuovo 
residuo zero derivante da tal divisione , si rileverh che sia 
~ X -p 1 il massimo comun divisore tra le quantità proposte. 

109. E tutte le cose finora avvertile sembranmi sufficienti 
per le operazioni a fare nella ricerca del massimo comun di* 
visore : 1’ esercizio poi confermerà tali regole nell’ animo 
de’ giovani, e farà loro conoscere senza stento i ripieghi che 
dovranno adoperare secondo le circostanze diverse. 
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CAPITOLO YII. 

Delle frazioni continde» 


110 . Siccome è nostro intendimento , che gli Elementi di 
Analisi algebrica, che ora diamo , menino per dritta via alle 
ricerche le quali si dorranno poi stabilire trattando la parte 
sublime dell’ Analisi stessa , cosi non abbiamo stimato fuo- 
ri proposito di abbozzor qui i principii generali della teo- 
rica delle frazioni continue, che ivi poi avremo occasione di 
ripigliare e terminare. Nè questa idea di trattar delle frazio- 
ni continue , per la parte loro più elementare , nell’ Algebra 
de' finiti è nuova ; ma essa trovasi adottata in quasi tutte le 
migliori istituzioni di sommi analisti moderni. Ad ogni modo 
ci si farà abbastanza ragione di avervela introdotta, il non la- 
sciarla senza applicazione in appresso nel presente trattato. 

111. Sia il fratto vero , ed iu esso dividasi pel nume- 
ri 

ratore m ciascnn de’ snoi termini , si aviù 
m 1 

n n 

m 

ove ^ essendo un fratto spurio, sia perciò uguale a o «f. 

m niì 

1 

<? +J1 

m 

Similmente ditidendo per la r ciascun de’termini del fratto-** 

* tti 

r \ \ 

urà — =3 — == — — jsupponendo che la m divisa per la r 
m r» 9' + r* 

r r 

dia per quoziente 9', c per residuo ; ond' è clic si ayrk 


che però sarà 


m 

n 
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m 

n 


9 + 1 


q' 


E conlinnando la stessa operazione sul fratto — , chiaman- 
do q" il nuovo quoziente , ed r" il nuovo residuo, si avrebbe 


nt 

n 


9 + ‘ 


9+1 


9+1. 

r' 


E così in seguito 

112. Or ogni specie di espressione frazionaria di questa 
fatta , o anche più generale , come 


9 +* 


q' +r 


9" + i 

,<< + e 


?"" + 


nella quale il denominatore della prima quantità intera è nn 
binomio dì una parte intera e di un' altra frazionaria , e 1 
denominatore dì questa anch’ esso costa di una parte intera 
e di un’ altra frazionaria , e cosi in seguilo , si dice Frazio- , 


ne continua 


' ’ Un tal modo utilissimo e spedito di approssimazione , come si ve- 
drà , fu escogitato dal visconte e barone jffrouncJtrr , all'occasione di 
alcune progressioni ottenute dal WallU , tra le quali quella per la qua- 
dratura del cerchio , ed a lui inviate , indicandogliene la legge come 
procedevano , ad oggetto di vedere se potesse rinvenire qualche mez- 
zo di una più comoda espressione ( Ytgg. V Arilhmet. intìn. dtl ffaltis 
„eft alitcr ddla prop. i9i.) 
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113. Noi qui non considereremo , che semplicemente le 
frazioni continue della prima forma di sopra esibita ( 111 .); 
poiché quelle sole occorrono frequentemente nell’ Analisi al- 
gebrica, ed anche perchè dalle ricerche le quali si stabilisco- 
no per questo caso particolare è facil cosa passare al! altra. 

114. Si comprende facilmente , che se invece di prende- 
re per 5 , 5 " , f'" , .... i massimi numeri ioteri con- 

n m p r* . , 

tenuti ne tratti ~ ~ ^ > •••• preso per 

ognun di essi il numero di un’ unità maggiore , e quindi il 
primo a superare que’ fratti stessi , allora i residui delle di- 
visioni , cioè r , r , r" , r'" , .... avrebbero dovuta ri- 
sultar negativi , e la frazione continua avrebbe avuta la se- 
guente forma ■ 

5—J 

,'-1 



V'".— • • • 

Ed è pur chiaro , che prendendo taluni di que’ 
q'" , .... per difetto , ed altri per eccesso , risullcrcbbc- 
10 positivi i valori di quelli tra essi q', q", q'" , corri- 

spondenti a que’ primi casi, e negativi pe’ secondi ; talché se 
q' si era preso maggiore di un’ unità del quoziente intero del 


fratto corrispondente , il fratto — risulterebbe negativo. 

Ma poiché è in arbitrio dell’analista il far risultare que’ 
quozienti q ‘ , q" , q"* ... tutti positivi , e che solo in qual- 
che caso non ovvio si ricorre a quozienti negativi, per ren- 
dere la frazione continua di più celere convergenza : è pe- 
rò che nella sola forma sopraddetta noi imprenderemo a 
trattare una frazione continua. 

115. Dall’ andamento stesso di una frazione continua ri- 
sulta chiaramente, eh’ essa offra di continuo uu’ approssima- 
zione del valore di quel fratto ordinario che rappresenta ; 
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poiché noD si fa altro per ottenerla, che prendere continna- 
mente i valori in intero più pro»simi a quei fratto proposto, 
ed alle altre fraxioni successive in cui esso si svolge con l’o- 
perazione indicala nel num. 111. Giova però riflettere , che 
una tale approssimazione sempre crescente 1’ è alternativa- 
mente per eccesso c per difetto dal vero valore della frazio- 
ne continua , ossia, dalla quantità eh’ essa rappresenta ; il 
che quasi intuitivamente si rileva dalla semplice ispezione 
di quella che si è recata in fine di tal 

Di fatti si vede , che arrestandosi al solo termine q del 
primo denominalore della frazione continua , debba essere 

— mentre il denominatore q doveva essere aumen- 

n q * 

.1 . 1 . . 

tato di ; e però si troverà la quantità — esprimere ìopiù 

il valore di essa frazione • Al contrario aggiugnendosi al 


1 

denominatore q la sola quantità — essendo il denominatore 
</ k'q' -{ — sarà — > del fratto — , e questo minore di 

JL ^ 

9+J 


1 


q" . .f ond' è che l’approssimazione di quel fratto 


al valore — dell’ intera frazione continua in cui si sviluppa 

rt 

sarà in metto , sebbene 1’ approssimazione sia prodotta un 
grado più in là della precedente . £ cosi sempre alternan* 
dosi in appresso. 

11G. Dall’ esposto nel paragrafo 111. si rileva pure , che 
l’operazione da làrsi per lo svolgimento di un fratto ordi- 
nario in frazione continua sia assolutamente la stessa che 
quella della ricerca del massimo comun divisore tra il nu- 
mciatuie e i denominatore del medesimo , tenendo però pre- 
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cisamcnte conto nella prima delle saddette operazioni di' 
que’ quozienti q , q' , ^ q '", .... delle successive divUio- 

ni'che debbon farsi , i quali disprezzavansi nell’ altra. 

117. Sicché volendo avolgere in frazione continua il frat.. 


to ^ , eh’ esprime , 


com’ è noto , il rapporto assegnato da 


Archimede di un cerchio al quadrato del diametro*'* , biso- 
gnerà dividere 

14 per 11 , e sarà q = 1 , r = 3 

1 1 per 3 , che darà q' = 3 , W =2 

3 per 2 , che dà q" = 1 , r"' = 1 

2 per 1 , d’ onde si ha if* ss 2 , r" = 0. 

E la frazione continua richiesta risulterà 


1 

T71_ 

3 + 1 


1 



E da ciò ognuno potrà da se medesimo rilevare la regola per 
lo svolgimento di un fratto ordinario in frazione continua. 

1 18. Or siccome nella ricerca del massimo comun diviso- 
re tra due numeri dee sempre pervenirsi ad un residuo che 
divida esattamente il precedente , il quale se non ve ne sia 
altro sarà l’ 1 : perciò si vede chiaramente che, nello svol- 
gimento di un fratto ordinario in frazione contiuna , l’ ope- 
razione debba una volta arrestarsi. £ di fatti in quella reca- 
ta nel numero precedente essa si è arrestala al quoziente q"'y 
cioè alla quarta divisione. 

1 19. Adunque ogni frazione continua derivante da un frat- 
to ordinario dee esser terminata . Non cosi per quelle deri- 
vanti da quantità irrazionali , che come vedremo in appres- 
so procedono indefinitamente. 

120. Dopo aver considerato il problema diretto di svol- 


’* Circuii dimauiu prop.l. 
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gere un fralto ordinario in frazione continna , ci resta ora a 
vedere come si pervenga alia risoluzione dell’ altro inverso, 
col quale si propone a ridurre in fratto ordinario una frazio- 
ne continua proposta ; pel quale oggetto richiedesi di deter- 
minar la legge con la quale procedono le frazioni volgari ot- 
tenute successivamente da una frazione contiuua ; poiché 
allora avutasi quella di un grado , si potrà subito ottene- 
re r altra del seguente . 

121. Sia dunque la frazione continua 

1 


. 1 

Sara — . . 
a 

1 

« -J- 1 
1 

1 

« + 1 ■ ' ■ 
b 1 


a -f* 1 

6 -f- 1 
e + 1 

C . . . 

_ 1 

• • • 

a 

— * 

-p 1 

ic -f- 1 

o4c-|-o-J-c 


c 

^ ^ b ^ d 

* + \ abcd^ab-^ad-\-cd-\-\ 

é -}• 1 

c 1 

d 

^ hcde-{-be-\-de-^lc^\ 

^ + 1 «Acde-j-aie-f-or/c-f-cr/e+oAc-t-a+c-j-c 

b -hi 

c -h 1 
d-h 

C . • ^ 
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delle qnali frazioDÌ facllmeote si ravvisa la segaente legge , 
che fa dipendere sempre V una dalle due precedenti , cioè : 

122. Ciascun numeratore si ottiene aggiugnendo alC ante- 
precedente ad esso il precedente moltiplicato per la lettera o 
quantità, ch'esprime f ultimo denominatore nella frazione con- 
tinua da ridursi. 

Così arrestandosi al quoziente d , si otterrà il numerato- 
re del fratto corrispondente alla frazione continua 

1 

o -f 1 
~ b + 1 

«+1 

d 

aggiugnendo al numeratore & dell' anteprecedente frazione l’al- 
tro ic + 1 della precedente moltiplicato per d. 

123. E la stessa legge avrà luogo per la formazione de' re- 
spettivi denominatori , cioè : 

Ciascun denominatore sì otterrà aggiugnendo aW antepre- 
cedente ad esso il precedente moltiplicalo per la nuova lettera, 
o quantità , cK esprime V ultimo denominatore nella frazione 
continua da ridursi 


’* Eulero avendo voluto estendere questa legge per la formazione de' 
numeratori e denominatori de’ successivi fratti ordinarli corrispondenti 
ad una frazione contìnua , anche a' due primi di essi , si vide nella 
necessità di stabilire precedentemente a quella parte della frazione con- 
tinua che si arrestava al primo denominatore intero , cioè nel caso no- 
1 10 

stro ad — ,due altre frazioni -r- , — -, con le quali si vede verificarsi 
a 0 ’ 1 


la legge suddetta per — , e per 


o-h_L 


. Ha una tal supposizione ò 


assolutamente da rigettarsi , come priva di fondamento nel calcolo at. 
tuale . D'altronde la forma di queste due frazioni è intuitiva; e poi la 
rosola stessa dimostra che la ricorrenza non debba aver luogo che 
dalla terza di esse in poi. 
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124. Ma per dimostrar vera una tal legge generalmente , 
passeremo a far vedere , che supposto aver essa luogo fino 
alla frazione corrispondente ad un certo denominatore della 
frazione continua , debba necessariamente aver anche luogo 
per la frazione seguente ; e quindi per tutte le frazioni , fi- 
no a quella che si vuole , e eh' è 1’ ultima. 

12».Sieno dunque q, q',q",q"'. . . . '* q (*~^") , q (*—'} , qCì 
i denominatori successivi della frazione continua , e sieno 
a a' a" a'" a O 

T ’ ^ ’ 4" ’ b'" ' * " * 4^"—") ’ 6^"—') ’ 
frazioni volgari successive provvenute da questa frazione 
contìnua fino ai rispettivi denominatori g , g* > g", .... Si a* 
vrà (121.). 

± ax-L 

4 “ g 

^ 

4' gg' + 1 

e" q'q" +1 __ a' g" + < 

b" + q" + q -b'q" + b 

£ similmente 

a"' a" q‘" 4- a' 

b‘“ • ~ b" q‘“ + 4' 

a"" ___ a"Y" .^ a " 

b^ * “~b'"q"" +b'^ 


~ gC-^^ + 4(— '"> 


Or vuoisi mostrare che la frazione seguente^ la quale cor- 
risponde alla frazione contìnua fino al denominatore g^*’ f 

18 Le SODO destinate a dinotare il grado del quo- 

ziente; e cosi pure qui appresso. 
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cioè r — debba necessariamente essere espressa secondo U 
legge stessa delle precedenti da ' 

Di fatti quella frazione pennllima ^^,_p SÌ cambia in que- 
st’ ultima —y quando si sostituisca in quella in vece di 
'J la -f. ; ebe perciò sarà 

/)^ ^ a'"-"'* 

^ J(— «o 


«C-0+ ^ „c— <0 



*(—')+ JL A(— «) 

espressione che consente con la legge di sopra stabilita ; 
è però questa rimane generalmente dimostrata. 

126. Che se prendansi le differenze successire delle frazio- 
ni contectUive ridotle del §.121 ,cioè tra la prima-^ , e la se> 

, * , + 1 

tonda : tra questa e la terza — — — , e cosi m 

<i6+ 1 ^ aic + a +c ’ 

appresso , risulteranno tali differenze espresse da frazioni il 
cui numeratore è l’ unità, e ’l denominatore V è quanto il prò- 

8 
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•lotto de' denominatori delle corrispondenti frazioni ridot- 
te , e però sempre crescenti , mentre gli elementi da cui ri- 
sultano sono numeri interi ; ed in oltre si troveranno tali dif- 
ièrenze alternativamente positive, e negative, cioè sarà posi- 
tiva la differenza tra la prima c la seconda frazione ridona , 
negativa quella tra la seconda e la terza , e così in appresso. 
Da che di nuovo risultano le due verità già rilevate nel §-115, 
per r approssimazione successiva sempre maggiore della fra- 
zione continua alla quantità dalla quale si sviluppa, in più ar- 
restandosi a quozienti impari , in meno a’ pari. 

127. Risulta ancora dalle anzidette cose, che tutte le 
frazioni volgari, che pareggiano la frazione continua a diver- 
si gradi di essa , debbano essere irriducibili , cioè debbano 
avere i loro termini primi tra loro ; potendo solamente non 
esserlo 1’ ultima di quelle, la quale rappresenta l’ intera fra- 
zione continua terminata , nel caso che questa fosse deriva- 
ta da un fratto suscettivo di riducimento a minimi termini . 
P R 

Poiché indicando con -q , -jr due di tali frazioni successi- 
ve , sarà PT — QR il numeratore della loro differenza, che 
essendosi veduto risultar sempre 1 , indipeDdentemente dal 
segno, non dovrà però esservi fattorè comune tra PT, e QR, 
come avverrebbe se ve ne fosse tra P, (7 , o i? , T. Che però 


, P R 

i fratti -Q ed ^7 dovranno essere irriducibili. 

128. Or dovendo una qualunque delle frazioni rìdoUe a- 
ver primi i suoi termini, ed esser quindi insuscettiva di sim- 
plilicazione , ne segue che sia impossibile l’assegnarne un’ 
altra che ne sìa minore , senza accrescerne il denominatore. 
E però non esser possibile assegnare una frazione che ad 
un dato grado sì approssimi alla frazione continua con minor 
denominatore della frazione ridotta corrispondente . 

129. poi metodo stesso del ^.1 17 si potrà svolgere in fra- 
zione continua qualunque quantità radicale , dopo la ridu- 
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zione in decimale Ma siccome tal valore in decimali non 
può essere che approssimativo , talché accrescendosi di 1 
r ultima cifra del decimale si hanno due limili tra ì quali 
dee trovarsi il valor vero della quantiUi proposta ; hisognerà 
perciò , per contenersi tra quesli limili , eseguire lo svilup- 
po in frazione conlinua sulle due frazioni che rappresenlano 
tali limiti , e non prender per termini della frazione continua 
cercata , che solamente quelli che risultano identici in que’ 
due sviluppi. 

130. Così volendo svolgere in frazione continua \J2 , che 
ridotto in decimale è 1,4142135 , si vedrà che ar- 

restandosi solo a quattro cifre di quel decimale , cioè ad 
1,4142, i limiti del fratto da svilupparsi cioè della frazione 
continua corrispondente a \/'2 saranno 1,4142, ed 1,4143 . 
Or il primo di quei fratti dà la frazione continua 

1 +\ 

'Z+\ 

2+1 

2+1 

2+J 

2+... 

e V altro si svolge nella seguente 
1 + 1 
^n^i 

2+1 

2 +ji 

2+J 

1 , 

le quali due frazioni continue sono differenti nel quinto loro 


’’ E lo stesso potrebbe anche aver luogo per una qualunque quan- 
tità di quelle dette (rasrend(nti,chc dovremo considerare al loro luogo. 
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termine : sicché , se la frazione continna corrispondente a 
\^2 si Tolesse srolgere al di là del quarto termine , allora 
non basta arrestare a diecimilesimi il fratto decimale rappre- 
senianle yj'l , ma bisogna svilupparlo oltre. 

131. Un tale sviluppo di ^2 in frazione continua si po- 
trebbe anche ottenere senza la preventiva riduzione del ra- 
dicale in fratto decimale , nel seguente modo. 

Poiché è maggiore di 1 per una frazione , sia questa 

1 11 
rappresentata da—; sarà \/2 = 1 , e però — =\J2 — 1 , 


e quindi z = —7- 

^ \Jt — 1 

ora sarebbe y 2 = 1 ^ 


= V2 + 1 =2-1-. 


sicché 


per 


1 

2+1 


e continuando a sostituir 


sempre per s lo stesso suo valore poc anzi determinato , si 
vedrebbe il \/ 2 svilupparsi in una frazione continua periodi- 
ca , come quella esposta nel §. 130. 

£ più generalmente sviluppando collo «tesso metodo la 
quantità irrazionale + 1 si troverà la frazione continua 
periodica 

V a’ + 1 =0 + 

^ -Za + 1 

2a+ 1 

•Za + j 

2a + 1 

*2u ... 

132. E Volendo tradurre in fratti ordinarii le frazioni con- 
tinue di diverso grado esprimenti \JZ , per ottener cosi di- 
versi gradi di approssimazione di un tal radicale , si trove- 
rà essere i seguenti 

”^12’ 5 ’ 12 ’ 29 ’ 70 ’ 109 ’ J 

. A JL 239 

2 ’ 5 ’ 12 ’ ^ ’ 70 ’ ÌG9 ’ ■■■■ 
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le qnali frazioni ridotte in diecimilìonesime , e paragonate 
col fratto decimale di ugnai grado 1, Al 421 35 = da- 
ranno 


1 / 

li*. 

III.* 

IV“. 

, 

vr. 

VII'. 

vili.* 


3 

2 

7 

5 

17 

12 

41 

29 

99 

70 

239 

577 

408 

1393 

985 


1,5000000 differenza in più 

1 ,4000000 in meno 

1,4166667 differenza in più 

1,4137931 in meno 

1,4142857 in più 

1,4142012 . . . . .in meno 

1,4142156 in j>hk 

1,4142132 in menò , ma 


nell’ ultima cifra decimale. 

133. £d è poi chiaro che la frazione continua in cui si 
sviluppa y 2 non debba mai terminare , come 1’ è in genera- 
le di tutte quelle cbe derivano da quantità radicali . Ma a 
dimostrar generalmente un tale assunto impiegheremo i se- 
guenti paragrafi. 


Lemma. 


1 34. Jl prodotto di due , tre , o più numeri primi non può 
avere per fattori altri numeri primi diversi da quelli. 

Sieno M,lf due numeri primi, che diano il prodotto Mlf, 
di cui si supponga fattore il numero primo P : dico che P 
sarà necessariamente o uguale ad ilf , o ad N. 

Basendo P un divisore esatto di MiY, sia Q il quoziente di 
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questa divisione , sara -jj-= Qi “ "p essendo 

N 

N, P numeri primi , la frazione -p è ridotta a’ suoi minimi 

termini ; quindi i termini dell’ equivalente frazione o 

debbono essere uguali rispettivamente a quelli della frazione 
N . . 

jp-, o rispettivamente ugual moltiplici di questi. Ma M non 


può essere un moltiplice di P, poiché numero primo; adun- 
que gli sarà uguale , e perciò anche Q dovrà pareggiare N. 

Siene ora tre i fattori primi del prodotto MNX, cioè ilf, 
N , e suppongasi benanche esser P un numero primo di- 

Visore di MNX, e sia — p— = Q, sara . Or nel 


fratto 


jm 

p 


essendo primi i numeri M, N, P non vi pnò essere 


comun divisore tra MN e P, che perciò esso è ridotto a mi- 
nimi termini ; e nell’ altro ^ essendo X numero primo, non 

può essere un moltiplice di P. Adunque dovrà essere X =Py 
e Q = MN.E nel modo stesso si continuerebbe la dimostra- 
zione per un piu gran numero di fattori. 

135. Con. 1. Quindi il prodotto di più numeri primi dee 
esser primo per riguardo al prodotto di altri numeri primi 
diversi da’ precedenti. 

13G.Con.2. E perciò i quadrati di due numeri primi deb- 
bono essere numeri primi tra loro. Ed in generale tali deb- 
bono essere le potenze n de* medesimi. 

137. Con. 3. Ed è facile anche rilevare , che un numero iV 
non primo debba risultare dal prodotto o di numeri primi, o 
di loro potenze , cioè essere = .... Da che si rileva il 

modo di determinare i fattori semplici e composti di un nume- 
ro qualunque N, il qual modo qui incidentemente esporremo. 
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i5S. Sì tenti la divisione diN per ciascun denwneripri- 
miZ,3-,5^7,ii. ..e supposto che succeda per un di 
essi , che s' indichi per a , si ritenti successivamente quel- 
la del quoziente ottenuto per a , poi nel nuovo quoziente 
ancora per a , e così sempre finché non più possa eseguir- 
si esattamente tal divisione : e supposto che essa abbia avuto 
luogo n volte , e che t ultimo quoziente sia Q, sarà N=a''Q. 
Or non potendo Q esser divisibile pel numero primo a , nè 
tampoco può esserlo per un altro minore di a , poiché altri- 
menti questo avrebbe dovuto ancora dividere N , il che dal- 
le precedenti operazioni crasi osservato non poter avi'cnire . 
Adunque potrà Q esser solo divisibile per altri numeri primi 
maggiori di a ; e ripetute, su Q le stesse operazioni prece- 
denti risulti divisibile p di volte successivamente per b , sa- 
rà Q — b’’(^ . E similmente ritrovando Q' ~ a- 

vrcbbe N = a"bec''Q" . E così in appresso se Q" fosse an- 
cor esso divisibile per qualche altro numero primo maggiore di 
a , b f c . 

E si Tede ancora , che debba N risultar dÌTÌsibiIe pel pro- 
dotto di que' numeri primi , o delle loro potenze fino ad 
n, p, q, comunque combininsi tali fattori , come per ab, ac, 
bc , abc , a’b , a’c , b'c , a’bc . . . 

T E 0 a E H A. 

139. Se la radice n di un numero intero M non sia un in^ 
tcro ■’ , non potrà nè anche essere un fratto . 

S' è possibile, sia in quest’ ultimo modo, e tal fratto ridot- 

. p P» 

to a minimi termini venghi espresso da ; sara — =j|f. 

Ma essendo numeri primi P , Q , sono anche primi tra loro 


'* Cioè se a non è potenza esatta del grado della radice che se ne 
suole estrarre . 
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P" , Q* (136.) , che perciò Q* non potrà mai dividere esal- 



140. Da ciò si vede , che le quantità radicali non sieno 
suscettive di unità comune qualunque intera o frazionaria an- 
che piccolissima , d' onde resta loro confermala la natura 
d’ incommensurabili : ed incommensurahile è pure ogni qua- 
lunque rapporto di cui un termine , o lutti i due già ridotti 
contengano quantità radicali, come per esempio di 1 : 

eh’ esprime il rapporto del lato del quadralo alla diagona- 
le ; e di y2 a ^3, eh’ è quello del Iato del quadralo al lato 
del triangolo equilatero iscritti in uno stesso cerchia. 

141. Abbiamo qui recata la dimostrazione deU’incommen- 
snrabilità de’ radicali , per la ragione che in talune istituzio- 
ni, anche di Geometria Elementare, si costuma oggigiorno di 
stabilire 1’ incommensurabilità del rapporto tra la diagona- 
le , e ’l lato del quadralo col dire , che dinotandosi il lato 
del quadrato per 1 , la diagonale si trovi espressa da 2 , 
d’ onde non si può estrarre la radice; senza avvertire che bi- 
sognava prima generalmente dimostrare una tale impossibili- 
tà , altrimenti potrebbe avvenire quello che nota il Monlu- 
cla di un certo ingegner francese , che cercando sempre , e 
sperando ottenere la radice di 2 , aveva protratta l' appros- 
simazione fino ad un decimale di 1 00 cifre '* . Ed il Legen- 
dre mentre nella sua Geometria vi procede in tal modo , ne 
dà poi la dimostrazione rigorosa neU’fssat sur la thèorie da 
nombres , a pag. 4. 


'• Uistoire des Matbémaliques part. I. Hb. iv, num. 2. 
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CAPITOLO Vili. 

I 

Ds’aADICikLl INHAGINAEII , E DEL LOBO CALCOLO. 


142. Se M dinoli una potenza pari di i , sicché sia 

Af t= ± non potrà mai M risultare affetta dal segno — • 
(44.); che perciò vicendevolmente — M non potrà mai rap- 
presentare una qualunque potenza pari di ± , cioè che 

da — M non potrà estrarsi radice di grado pari ; e quindi 

%% 

— M esprimerà una quantità impossibile, o ìmmagÌHarla^ 
come suol chiamarsi. Adunque : 

143. Dee. Si dice quantità immuginaria quel radicale che 
ha r indice pari , e negativa la quantità sotto il segno. 

d44. Sebbene — A" non possa aver luogo come polen- 
ta di A ^ può però dinotare il prodotto di un fattore 
positivo di essa — A" per un altro negativo , per esempio 
di -f- A'" per — 1 ; che perciò , se mai 1’ espressione im- 

SU 

maginaria \j — M si elevi alla potenza 2n , venendosi a di- 
struggere con una operazione contraria l’ operazione impossi- 
bile ad eseguirsi sulla quantità — M, cioè I’ estrazione della 
radice 2n da essa , la quantità — M che tornerà a risultarne- 
dovrà esser reale ; e reali possono essere in altri casi ancora, 
che appresso mostreremo , i risultamcnti derivanti da calco- 
lazioni effettuate su quantità immaginarie. Che perciò il loro 
calcolo non ^ da disprezzarsi, nè da credersi di nessun uso , 
e puramente chimerico ; che ansi , come in più luoghi in 
appresso , principalmente nella teorica delle equazioni , si 
mostrerà , la considerazione degli immaginarli e di somma 
importanza nelle ricerche che si fanno pe^ mezzo dell’ Al- 
gebra su quislìoni aritmetiche , e geometriche- 

145. Intanto siccome l’ importanza di questo calcolo si 

limita semplicemente a considerare i radicali quadratici im- 

9 


Digitized by Gorbie 



co analisi algebrica 

tnaginarii ; perciò non ci occuperemo qui appresso , cLe <]t 
essi solamente . E per ora avvertiamo , che le stesse regole 
che stabiliremo per quelli, si potrebbero estendere agrimma- 
gìnarii di qualunque grado si vogliano supporre, i quali tut- 
ti SODO riducibili ad espressioni che contengano radicali im- 
magìnarii di secondo grado , come a suo luogo mostreremo. 

146. È facile rilevare dal §.G8 che \J — M=\/Mx\/ — 1» 
cioè che ; Ogni radicale immaginario è quanto lo stesso radi- 
cale reale moUrplicnto per ^ — 1 . 

Ed in questa forma supporremo in appresso esser sempre 
ridotti gl immaginarii nello stabilirete regole del loro calcolo. 

Sicché le quantità immaginarie , per esempio, 3\/ — a’ , e 
bb\J — tt, sarebbero rispettivamente rappresentate da 3a\/ — t, 
e bù\/a\^ — 1 . 

I 'r7. La somma , e la sottrazione delle quantità immagi- 
narie non ha bisogno dì regole speciali , eseguendosi eoa 
quelle stesse già stabilite generalmente nel §. 60, 

Così la somma delle quantità 

I" 3«* -L 24 V— 1 “• 4fV— 1 

11“ 2;»’ 34 \/— 1 ~ 6cV— 1 

è 3a’ -L 2p’ .f 54 V— l — lOcV— 1 

o anche espressa nel seguente modo 

3«’ 4-2p’ + (54 — lOc) V-1 
E sottraendo la seconda dalla prima , ne risulterà 
3a’ _ 2;z* — ( 4 — 2c ) V~ 1 
148. Che se vogliasi moltiplicare la quantità reale tir <s 
per r immaginaria ±4 ^ — 1 , il prodotto di tali quantità 
si ridurrà a quello de’ tre fattori ± a , :à 4 , e V — 1 j de’ 
quali il prodotto de' due primi è già noto essere ±o4 ; e 
questo moltiplicato per \/ — 1 darà pel prodotto delle quan- 
tità proposte ± ab \J — 1 . 

Che se poi i fattori sicno tutti due immaginarli , come 
ia y 1 , e ± 4 y — 1 , il prodotto de’ medesimi equivar- 
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ri a queOo de’ quattro fattori ±a , ± +V — 
e sari perciò quanto quello de’ due primi per lo prodotto 
de’ due ultimi. Ma i due primi moltiplicandoli giusta la rego- 
la data dì sopa danno ± ab, secoodochè tali fattori si preu^ 
dano con gli stessi segni, o pur couti-arìi ; e gli altri due es- 
sendo identici danno il quadrato di \/ — 1 , cioè — \ . \- 
dunque quel prodotto delle quantità poste da princìpio sarà 
rk aix— ^ ossia q: ab ; ove il segno — si trova aver luo- 
go quando i fattori dati erano del segno stesso , il -{- sa di- 
versi nel segno. Da ciò si rileva che : 

Il prodotto di due quantità immaginarie è reale , e precisa- 
mente quanto quello de' fattori proposti presi come reali, inver- 
tendo però la regola pe' segni stabilita per la moltiplicazione nel 
^.45. cioè dando al prodotto il segno — quando i fattori sona 
affetti dal segno stesso , e ’l segno + se da contrario segno 
149. In oltre sia proposto a dividere la quantità immagi- 
naria ± a y — 1 per l’ altra ± 6 ,è chiaro che il quoiieiito 

cercato sarà immaginario , ed espresso da ± — I.GIie 

se al contrario sia reale il dividendo dz a , ed immaginario 
il divisore ± b — 1 ; il quoziente sarà pure immaginario , 

(I 

cd espresso da ± ^ , ove moltiplicando per y — 1 i 


b y— I 
due termini del fratto, si avrà dt 
quanto dire che : 


«y— 1 


— ò 


:qF-rV— < - Vai 


** Dal qui esposto , ciascuno potrà giudicare con quanto poco fon- 
damento r accuratissimo Woltìo abbia detto , trattando della mnlti- 
plicazione degli immaginarli tra loro , che il prodotto sotto il segno V 
doveva avere il — , per la ragione , che : alias *aim fatloret immn- 
ginarxi efficerent factum reale , guod utique absurdum. ( tch. probi. 13. 
Etem. Analyt. }. Rd a questo proposilo conviene anche far notare a‘ 
giovani , come I' ha fatto il Lhuilior , una inavvertenza nell' Atijchra 
dell' Eulero (§.148.vol.I.) trovandosi detto, eh» V — 2xV — 
invece di yc.eV— — “> invece di — 11 . 
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Volendo dividere una quantità immaginaria per un’ abra 
reale , o al contrario una quantità reale per un immaginaria, 
ti esegue la divisione senza considerare F immaginaria come 
affetta da \J — 1 , pel quale si moltiplichi il quoziente , cam- 
biondo a questo il segno , che gli era venuto dalla divisione 
fatta , nel caso che l’ immaginaria quantità avesse fatto da 
divisore . 

Finalmente tieno immaginarii ad un tempo stesso il di- 
sidendu e '1 divisore , ed espressi l’uno da dta^ — 1 , e 
1' altro iadt b \/ — 1 , il quoziente sarà indicato da 

i 


j. ® V 


=*fx+'=±T 


cioè : Jl quoziente della divisione di due quantità immagina- 
rie è reale , e dinotato dal quoziente che si avrebbe dividendo 
alla maniera ordinaria i radicali proposti, soppresso il fattore 
comune ^ — 1 . 

150. Dopo ciò basteranno per le operazioni su i polinomii 
immaginarii i seguenti esempli . 


Peii la ■oltiplicaeionb. 


■1 


3m + 2a y — 1 — 3^4 y — 1 
j 2 f» — 3ov— 1 -f2y4y— 1 

6/«* 4* ham y — 1 — Om y 6 y — 1 

— 9ara y — 1 4* 6®* — 9a^b 

4- Cmy^y — 1 — ha\jb-\-^b 
Prodotto 6/n * — barn \f — 1 4" 6®’ — 13a y 4 4- 64 


Fattori 


lU 


Pivdotto 


*±04-4 y — 1 

X ± a — b y-1 
x' de. ax bx y— i 

± ox 4- o* •± ab y~ 1 

— 4x y — 1 :f; o4 \J — 1 4" 4* 
*•’ ± 2<ix 4" ®’ + 4* 
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11 qnal prodotto è reale , e nasceote da due &ttori im« 
maginarii della aoprmdicala forma. 

Fbh ia divisione. 

Divisore Dividendo 

3m+2aV— 1— 1 6m*— 5amV— 14.6a*— 13aVfc+66 
3m— i 6«»'+^wy-l— 6mV6V — 1 

— 9amy— l-|-6a*-^mV'6y— 1— 13«y6-f.W 
— 9amy — l-t-6a* — 9oVi 

-HifnViV— 1— *oVfc+6ò 
+6mV6V— 1— 4aVfr+M 
“ 0 

1 51 . Da tutte le operazioni esposte intórno ai radicali im* 
maginarii , è facile rilevare , che raecogliendo in una somma 
tutt’ i termini reali di un’ espressione immaginaria , ed in* 
dicendoli per A similmente chiamando B la somma de’ 
coefficienti di ^ — 1 ne' termini immaginarii ; potrìi ogni 
espressione algebrica immaginaria essere generalmente com* 
presa nella formola A'k.B y — 1 . Ma sopra di ciò dovremo 
ritornare in appresso , e rendere anche più generale tal prò*' 
posizione. 
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CAPITOLO IX. 


DbLl’ BtBVAZIONB A POTENZA , B OELL’ ESTRAZIONE 
PI EAPICE DALLE QUANTITÀ* ALGEBRICHE. 


152. Si è già dello nel §.27. cosa Inleadasi per potenza y 
e per radice di una data quantità , e come questa s’ indichi 
col segno \J , nell’ apertura della quale va scritto quel nu- 
mero che dinota 1’ ordine, o il grado della radice. Ciò che fu 
poi detto nel §. 34 mostra ben la regola da seguirsi per ele- 
vare a potenza , o per estrarre la radice di qualsivoglia gra- 
do da una quantità monomia , le quali due regole per mag- 
gior chiarezza noi qui , come nel proprio luogo , daremo 
più generalmente. 

REGOLA I. 

153. Si eleva un monomio a patenza, eseguendo tal poten~ 
%a pel coefficiente , e moltiplicando f esponente di ciascun 
fattore letterale di quel monomio per f indice della potenza cui 
dee esso elevarsi , prefiggendo a questa potenza , se ìmpari 
il segno della quantità data , se pari sempre il segno 4* • 

REGOLA IL 

1 54. Si estrarrà da un monomio una determinata radice , 
estraendola dal coefJicietUe di esso , e dividendo V esponente 
di ciascun fattore letterale di quel monomio per t indice della 
radice proposta ad estrarre , col dare a questa il segno della 
quantità data , se di grado impari , e se di grado pari il dub- 
bio segno ± . 

155. £ s’ intende già , per le due precedenti regole , che 
se la quantità data era una frazione , 1' operazione suddetta 
debba ugualmente eseguirsi ne’ due termiai della medeaima : 
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ed cisendo qnantilb radicali coavien Talersi a proposito del' 
le regole date nel 37. 

1 56. Poste le precedenti generali considerazioni snlle po- 
tenze , e radici de’ monomi! algebrici , passeremo a trattar 

10 stesso argomento pe’ polinomi!, supponendo però , per la 
seconda di tali operazioni , che la quantità polinomia pro- 
posta sia potenza perfetta del grado che indica la radice che 
di essa si cerca. 

157. Or da ciò che fu detto nel §. 34 , la potenza di un 
polinomio è quel prodotto di fattori identici ad esso, tanti 
di numero , quante unità sono nel grado della potenza : che 
perciò la maniera di ottenerla consisterà, com’è chiaro, nella 
moltiplicazione successira di quel polinomio tante Tolte per 
se stesso , meno una , quante ne indicano le unità suddette. 

1 58. Adunque il quadrato di a -J- i sarà dinotato dal pro- 
dotto (a -f- 6) (a -f- è) ; ed esso sarà a* -|- 2a6 -f- ò’, che pa- 
ragonato alla sua radice a -(■ ò , si vedrà composto da que- 
sta nel seguente modo , cioè : da quadrali di ciascun de ter- 
mini a, b di quel binomio , aggiugnendovi il doppio del loro 
prodotto . £ questo stesso si vedrà generalmente aver luogo 
pel quadrato di un polinomio qualunque , cioè : esso costerà 
de quadrali delle parti , ossia de' monomii che lo compongono^ 
e di tutti i doppii prodotti de' monomii stessi, 

1 59. E volendo di quel binomio a -|- i il cubo , bisogne- 
rà moltiplicare 

11 di lui quadrato a' -f- 2o4 >}■ &* 

per la radice a b 

a’ + 2a’b + ab' 

-f o’ò i’ 

ed esso risnlteià o‘ 3a’4-f 3a6’-f 6’ 

ove contiensi , come si vede , il cubo di ciascuna parte del bi- 
nomio dato , ed il triplo del prodotto del quadrato di ciascuna 
parte nell altra . 

£ similmentè si vedrebbe doversi contenere i cubi de’ mo- 


Digitized by Gopgle 



•ji analisi algebrica 

Bomii di Ul fattore , ed i tripli de’ prodotti del quadrato di 
ciascuna parte in ognuna delle altre , nel cubo di un poiino- 
mio qualunque . 

160. Continuando , come poc’anzi a moltiplicare qnel 
cobo per a i , ai avrebbe di a Ma quarta potenza , la 
quale moltiplicata di nuovo per a -f* & darebbe di tal bino- 
mio la quinta potenza , e lo stesso in seguito , come pure 
per ogni altro polinomio « Sicché per tale argomento è su- 
perfluo che qui c’ intrattenessimo di vantaggio ; che perciò 
passeremo all’ operazione inversa di esso , cioè all' estrazio- 
ne delle radici da’ polinomii; al che premetteremo come fon- 
damento di essa i segnenli due teoremi. 

Teobemà I. 

161 . Nella potenza n di un polinomio delbevUi necessaria- 
mente contenere la potenza n di ciascun termine di esso , e 
t altra n — 1 presa n volte , e moltiplicala per ciascun de- 
gli altri termini . 

Cioè che in (a -f* i •}- c d ...)* vi debba necessaria- 
mente essere 

fl- , J-, c«, d", .... 

ed na"~' (A-f-c + d-f>...) 

( o -f. c -j- d -|- ...) 
nc*“‘ ( a + é -J- d ...) 

»id"— ' (a-|-A-l-c-}-...) 

Imperocché supponiamo per poco , che nella potenza 
n — 1 di quel polinomio abbia luogo per rispetto al termi- 
ne a r espresione 

a*~'’ + (« — 1) «"“* (i + c -f- . . .) 
egli è chiaro, che per passare da questa potenza n — 1 alla 
snccesiva potenza n , si debba moltiplicarla pel polinomio 
a 6 4 - c -h d H- . . . Or in tal moltiplicazione si vede 
che prendendo il primo prodotto parziale dell’ espressioue 
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poc’ anzi supposta , per a primo termine del polinomio , si 
abbia 

a» +(rt — 1)o"— (5 + C+ ...) 

E continuando la moltiplicazione, dovrà prendersi il prodot- 
to di a"—' primo termine di quell’ espressione per A -f- c .p d 
-f. ... , il quale è 

o*~' 

Laonde nella potenza n del proposto polinomio vi si dovrà 
contenere la somma de’ poc’ anzi detti due prodotti , cioè 
la quantità 

-p fuz* ^ A c d 

E lo stesso si potrebbe dimostrare relativamente a’ termini 
A ,c ,d, ... . Or si è veduto di sopra ne’ §§.158 e 159 , 
che nel quadrato , e nel cubo di un polinomio aveva luogo 
quell’ espressione supposta nel principio della presente di- 
mostrazione. Adunque essa dovrà anche aver luogo general- 
mente , come si è qui sopra enunciato. 

Teorema II. 

162. JYe/la potenza n di un polinomio vi si deéiono com- 
prendere le potenze n de binonni , IrmomU , ec. , cioè de' due 
termini , de' tre , ec. di quel polinomio, ognuna di queste peri 
considerandola isolatamente , e non tutte insieme. 

Suppongasi di fatti che io(a-pA-f-c 4 .d-f> vi 

sia (o -p A)"—', allora per ottenere la potenza « di quel poli- 
nomio, bisognerà moltiplicare la precedente potenza n — 1 
di esso per a-pA-|-c-|-d -f- cioè per (a.j.A)+c+d -J- ... 
Or nel moltiplicare (o + A)"~‘ per a -f- A risulta (a -p A)" . 
Adunque vi è in (a-pA-J-c+d-i- ... )’ la quantità (a -p A)*. 

E similmente si dimostrerebbe , che supponendo esservi 
in( a-pA-pc^-d-p... la quantità (a .p A -p c)*—* 
debba pure essere in («-p6-pc-pd+ altra (a+A-p c)". 
E cosi in appresso» 

10 
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CAPITOLO X 

DsLLC combinazioni , E PEiniUTAZIOr!!. 


171,Def.i Se un numero n di cose , che diremo «/cmen//, . 
si prendano a due a due , a tre a tre, a quattro a quattro, ec. 
in tutt’ i modi possibili ; tali unioni le diremo accoppiamenti , 
binari , se a due a due , ternari se a tre a tre, quadernari se a 
quattro a quattro , ec. 

Indicando gli elementi proposti per le lettere a, &, c, d... 
gli accoppiamenti binari sarebbero come a,b ; a,c ; a,d ... s 
ternari come a,b,c ; a,C,d... i quadernari come a,b,c,d .. • 

1 72. Siccome in UJi accoppiamenti non è stabilito quale de- 
gli clementi debba scriversi per primo nell’ unirsi agli altri , 
cosi vedesi clic gli accoppiamenti binari a, 6 ; a,c ; a,d ... 
possano venire anche notati per b,a ; c,a ; d,a ... ; e gli 
altri ternari a,6,c ; a,c,d ... il possano esser dinotati egual- 
mente da b, a, c ; c, a, b... ne’ quali contengonsi con diverso 
ordine gli stessi clementi . 

173. Def. II. Gli accoppiamenti /iinflri , trr/ian , 

nari, ec. , presi ognuno una sola volta, diconsi combinazioni ; ' ' 
e quelli corrispondenti composti dagli stessi clementi sempli- 
cemente cambiali nell’ ordine diconsi permutazioni. 

Così stabilita a,b per una combinazione binaria , ne sarà 
b,a , la corrispondente permutazione . E presa b,a,c per una 
combinazione ternaria , ne sarebbero corrispondenti permuta- 
zioni le b,a,c ; c,a,b ; o,c,6 ; b,c,a ; c,b,a. 

174. £ evidente che di un numero di elementi qualunque 

•' L'ordinarla maniera di esprimere le combinazioni coll' accozzamen-, • 
to delle lettere che ne esprimèno gli elementi riescendo impropria , 
dopo ciò che si é stabilito nel §.17 , abbiamo però adottato l' espedien- 
te di esprimerle ponendovi tra gli elementi accozzati la virgola. 
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siesi non possa aversene che una sola Combinazione ; tal che 
a,/>\ se sieno due a 6 b a, i,c, essendo tre a‘,b]c : aJbyC^d : 
se quattro a; c j d. 

175. Ma poiché Fera arbitrario lo scrivere nella combina- 
zione binaria a,b in primo luogo 1’ uno o F altro elemento , 
ai vede bene che debbavi essere la permulazivne b^a . Adun- 
que ogni combinazione binaria ne trae seco necessariatnenU una 

. permutazione. 

Ottenendosi le combinazioni ternarie di tre elementi a\b\ e 
dall’ aggingnere agli accoppiamenti binari a,b ; b,a il terzo 
elemento c ; e questo potendo in ciascuno di quelli scriversi 
o prima dell’ elemento a , o tra questo c 1’ elemento b , o an- 
cora dopo di b, cioè ne’seguenti modi c,a,b j a,c,b ; a,b,c , 
e lo stesso per la permutazione b,a ; si vede quindi che gli 
accoppiamenti di tre lettere debbano risultar sci di numero , 
cioè quanto 2.3 ; che però con una sola combinazione abbian 
luogo cinque permutazioni. 

Similmente procedendo coll’ accoppiar un quarto elcmen- 
te d a’ tre precedenti, si vede bene che possa questo in ognu- 
no di essi come scriversi in quattro luoghi differenti , 
come d,a,i,c ; a,d,b,c ; a,b,d,c ; a,b,e,d] sicché essendo sei 
quc'prccedenti accoppiamenti questi abbiano a risultar quan- 
to G.4 , cioè 2.3.4 , ne’ quali però per una sola combioa- 
zionc corrispondono 23 permutazioni. 

Ed in generale, che per m elementi ne sieno tutti gli accop- 
piamenti a farsene espressi dal numero 1.2. 3. 4 m ; e che 

essendone una sola la combitiiizione, le permutazioni risultino 
dal numero dinotato dal prodotto indicato minorato di 1. 

176. Ciò premesso vogliansi le semplici combinazioni bina- 
rie di m elementi, n pure le semplici permutazioni. E chiaro 
che ciascuno di essi al numero ni dovendosi combinar con tut- 

* ti gli altri al numero ni — 1 ; gli accoppiamenti binarii risul- 
teranno al numero m(m — l).Ma siccome ognun di essi accop- 
piamenti ha la corrispondente permutazione, cosi tanto il nu- 
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bicro delle combinazioni, che quello delle pcrbiutazioni dovr^ 

, m(m — 1) 

tenir rappresentato da - < . 

177. Che se di quelli elementi vogliansi le semplici com- 
binazioni ternarie . Ottenuto il numero m(m — 1) (m — 2) 
di tutti gli accoppiamenti sì di combinazioni che di permuta- 
zioni ternarie , siccome ognuna di quelle è la sesta parte de’ 
corrispondenti accoppiamenti; così il numero di tutte esse 

. m{m ‘ — 1 ) (’m ' — 2 ) 

risulterà espresso da •' . 

1 ,*2 , 3 

178. Inoltre gli accoppiamenti quadernari di m elementi 

Tenendo dinotati da m(m — (i» — 2) (m — 3 ) ; le sole 

combinazioni quadernario saranno espresse dal numero 

tn(nt — 1 ) ( m — 2) (m — 3) 

1. 2.3.4 ■ 

Ed in generale gli accoppiamenti al grado n di m elementi 
essendo al numero di 

m(m — ■ 1) (m — 2) (m — 3) (m — 4) . . . (m — n -f- 1) 
le semplici combinazioni a quel grado saranno dinotate da 
m(m — ■!)(»» — — 3) (*” — • • • (»» — n -{- 1 ) 

1.2.3.4 ....»* ' 

E sarìi poi facile il riconoscere quante debbano essere le 
permutazioni corrispondenti per tutt’i suddetti accoppiamenti. 

179. Lo stesso ragionamento che si è fatto per separare 
negli accoppiamenti di m elementi le combinazioni dalle per- 
mutazioni si ripete nel caso che tra quegli elementi ve ne sie- 
no degli identici. Imperocché se questi sien due , ed espres- . 
si da a ; < 1 , è evidente che risultando identiche le combina- 
zioni sì con r una a , che con l’ altra , ad eliminarne le iden- 
tiche bisogni dividere la formola corrispondente degli accop- 
piamenti, o delle combinazioni, o delle permutazioni por 2 , 
ehe vale lo stesso di supprimere UQ tal fattore nel prodotto 
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indicante quegli accoppiamenti, o quelle combinazioni *, sic- 

clic quelli risulteranno indicati da 

tn{m — 1 ) ('” — 2) (m — 3) . . . . (m — n 1 ) 

^ - 

e quéste da 

m{m — 1 ) (m — 2) (m — 3) . , . . (m — n -|- ^ ) 

1 . 2’, 3. 4 . . . . « 

lùl essendo tre gli elementi identici a ; a; n, è chiaro che 
si verranno a ripetere tra gli accoppiamenti in generale , o le 
comhinazioiii tante volte le identiche, quanti sono gli accop- 
piamenti di tre elementi , cioè le volte dinotate da 2. 3. E 
però ad avere i soli accoppiamenti non identici bisognerà di- 
videre la formula esprimente questi per 2. 3 ; ond’ è che es- 
sa diverrà 

— 1) ^in — 2) (nt — 3) . , , . — « -f. 1) 

27”3 ' 

c però quella delle corrispondenti combinazioni sarebbe 
»n(m — 1) (ih — 2) (m — 3) . . . . (m — '• + ^) 

1 . 2*. 3’. 4 ... . Il 

Cosi procedendo si vedrà che supposto esser p il numero de- 
gli clementi identici, la formola degli accoppiamenti sarebbe 
tn(m — 1 ) (hi — 2) (m — 3) . . . . (m — h + 1 ) 

2. 3 p 

e quella delle sole combinazioni 

wi(m — 1) (hi — 2 ) (hi — 3) . . . . (m — n - 4 . 0) 
i. 2*. 3’. 4* ... . p'ip +1; (p-p2)....n 
1 80. Con lo stesso ragionamento si conchiuderebbe , che 
se oltre gli clementi identici a al numero p, ve ne fossero altri 
identici tra loro al numero q , essendo p + q^^ n ) l> formo- 
la esprimente gli accoppiamenti distinti sia 

w(in — 1) (m — 2) (m — 3) . . . . (m — - n •+ 1) 

1. 2. 3. 4 pxl. 2. 3. 4 q 
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la potenza n di questo trinomio finora otlennto per radice si 
dorrà poter sottrarre dal polinomio proposto (162.) ^ e darà 
un residuo , se mai 1 ’ operazione non siasi terminala , sul 
quale si opererà come sul precedente , per ottenere il quar- 
to termine della radice richiesta ; e così successivamente. 

165. L’operazione generale poc' anzi descritta potruidie 
abbreviarsi nel seguente modo . Ottenuto un primo termine 
della radice , come nel numero precedente , si apparecclii il 
divisore nel modo stesso che si è detto , e poi per esso di- 
vidansi tutti i termini della potenza proposta , che ne sono 
suscettivi ; si avranno per quozienti tutti gli altri termini 
della radice cercata. Ma tal maniera di operare può riescir 
fallace in qualche caso : nè poi si potrà da essa ricavare il 
mezzo di compiere in alcuni casi una potenza del grado n in 
cui manchi qualche termine, la qual cosa riesce vantaggiosa 
In taluni rincontri ; che perciò , quantunque più lungo , ri- 
mane sempre preferibile il primo de’ modi sopra esposti. 

166. Intanto nel dare una convenevole applicazione del- 
r auzidetta regola ci limiteremo semplicemente all’estrazione 
di radice quadrata e cubica , che sono quelle che occorrono 
frequentemente nell’ uso dell’ Analisi algebrica. 

Esempio I. 


167. Cerchisi la radice quadrala del polinomio 

Quadr. o’+ 2 flA - 1 - i’ ■+■ 2flC -p26c -1-c' 

Divis.ia ~ 

0 ^ 2ah 

{a + hy = a'+2ab+b' 


Rad. cere, 
a "b c 


0 2ac 

(a+4+c)‘ = a'+2o6 + 2ac 4 . 26c +c* 

0 

£d un tal esempio non ha nè mcn bisogno di spiegazione per 
«ssere ben inteso , bastando la maniera com’ è esposto , e 
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quello che per I' operazione in esso eseguita fu generalmente 
detto nel §.1G4. 

1 G8. L'operazione precedente avrebbe anche potuto abbre- 
viarsi nel seguente modo, cioè; Dopo essersi ottenuto il pri- 
mo termine a della radiee cercata, il quadrato di esso si sot- 
tragga dal primo termine a’ del quadrato dato,sicchè essi eli- 
dansi. Poi si raddoppii I' a, e diviso un termine del quadra- 
to dato , che ne sia suecettivo , come lab , per 2o, si scri- 
va il quoziente b si nella radice , che accanto a quel di- 
visore 2a : egli è chiaro, che moltiplicando ‘la b per b si 
venga a compiere il doppio prodotto di a per é , e ’l qua- 
drato di b , che sono gli altri due termini del quadrato di 
a 6 , dopo aver già distrutto il primo di essi a’; che per- 
ciò basterà sottrarre questi dal residuo già ottenuto col sot- 
trarre a' dall’ espressione data : si avrà così un nuovo resi- 
duo . Similmente si raddoppii la radice a b finora trova- 
ta, 0 si avrà 2a -f 26 ; e diviso un termine di quel nuovo re- 
siduo, che ne sia suscettivo, per 2a, si scriva il quoziente c 
accanto a’ due termini della radice già avuti , ed anche ac- 
canto a la-\-lb . È pure manifesto, ehe moltiplicando 2a -f< 
26 -{- 0 per c , si verranno ad ottenere i doppii prodotti di 
a per c , di 6 per c , e ’l quadrato di c ; e questi aggiunti a 
que’ tre altri termini già distrutti formerebbero tutto il qua- 
dralo di o 6 c ; che perciò sottraggasi questo prodotto 
dal precedente residuo ; e se abbiasi un altro resìduo , si 
continui l’ operazione stessa che si è fatta pel resìduo prece- 
dente ; si verrà per tal modo ad ottenere la radice cercata ; e 
non essendovene , come nel caso presente , sarà a -|- 6 c 
una tal radice. 

L' operazione nell’ esempio seguente trovasi eseguila nel- 
la maniera qui indicata . 


Digilized by Google 


elementare 

E s E ■ r I o II- 


77 


169. Esamimre se sia un quadrato , o cosa manchi per ri- 
durvelo , V espressione data 


Quadrato 

\2*‘ — ax 
Divls.' \ 

(ix' — 2«*+«* 
aggiungasi , . 


^ a’ — (W + a* 

’o’— ®’*’ 

0 + a*»’— 2a’*-|-tt* 

, . . + a'x‘-H>'te' 

2a*<e» — Sa’aH"®* . 

ìa‘x‘ — 

— ó" 0 0 


Sicché la qnanlili proposto per divenire un quadralo pcr- 
fello , la cui radice sia x'—ax + a’, bisogna aggiugnervi 

a'x’ + A’*’ • 

Esempio III. 


170. Vogliasi la radice cubica ddC espressione 

o’-f3a*6-f3a‘e+3o6’-|-6a&e.|-3ae’+_é‘+3fc’c+36e'+c* 


f Radico 


Dit.» 3a* 1° Bea. 3a*6-f3o*e-|-3a5‘+6aie+3ae*-t 6H36’e+3òe'-|-c* 


o’ , 3a*6 

t“ + M‘=ó-+-ó- 


3al>* 

+ T 


6* 

+ 0 


3°Res. 3o*c +6a6e-f3<J** +36*e+36c*-fe* 

0*-f3<i’ft-l-3a’e.|.3aò’-f6aie-h3ae*.f b*- »36«g+3fe*-fc * 
{«-b6+c)*=s — Q 

Presa la radice cubica a del termine o* dell’ espressione da- 
ta, il quale è cubo perfetto, questa 6 un termine della radico 
cercato ; ed esso elevalo a cubo, e sottratto dall’ espressione 
proposta ha dato per resìduo 3a’6 + 3a’c -f- ... Ciò posto si 
è apparecchiato il divisore prendendo il triplo del quadrato 
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cioè 

f»(m — 1 ) (m •— 2) (m — 3) . , . . (m — n + 1 ) 

1. 2*. 3’. 4' p' (/> + 1) 0» + 2j ...q 

supposta la p<^. 

£ quella delle semplici combinazioni sarebbe 
m(m — 1 ) (m — 2) (m — 3) . . . . (m — n 1 ) 

1, 2^ 3^ U* . . . . p**. (p + 1 ) (p ^ 2) ...q 
181. E supponendo!^ =m — p, sicché degli elementi 
proposti Te n’abbia un numero p d’^ identici tra loro , ed > 
rimanenti anche tra loro identici , la formola precedente 
prenderebbe la forma 

m(m — 1 ) (m — 2) (m — 3) . . . (iti — n + 1) 

1. 2’. 3*. 4* ... p‘. (p 4- 1) (p + 2; ...(«n — p) 
c quella delle combinazioni <inrebbe 

tn(m —1 ) (m — 2) (m — 3) . . . . (m — n 4. 

1. 2*. 3<. 4<. . .p4 (p + 1/(p + 2). . . (m —p) 

E con lo stesso ragionamento si potrebbero facilmente as- 
segnare le formolo degli accoppiamenti, e delle combinazioni 
nel caso di tre,o più elementi identici. 

182. Per non eccedere in ripetizioni continue sonosi trala- 
sciate le formole corrispondenti per le permutazioni in di ver- ‘ 
si §§. del presente capitolo , essendo facilissima cosa il ve- 
dere quali esse debbano essere , ed il rappresentarle . 
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CAPITOLO XI. 


FoRMOtA GENERALE DELLO STILUrPO DI UNA POTINEA 
QUALUNQUE DI UN BIHOKIO. 


183. Diverse dimostrAzioDÌ sodo state date dagli analisti 
per lo sviluppo della forinola ( a: +a )", conosciuta volgar- 
mente col nolne di Binomio del Newton, ove la m rappresenti 
un numero qualunque.Di queste le generalissime sono fonda- 
te sopra principi! superiori a quelli cui riguardasi in que- 
sta parte dell’ Analisi algebrica, e dopo l’esposizione de’qua- 
li anche noi non tralascerenio di ritornare su questo argo- 
mento medesilDo , la cui importanza ci obbliga , per ragion 
di metodo , a doverne ora trattare . Altre che su principii 
elementari sono fondate , che perciò al presente trattato si 
confanno , pel caso pih semplice , cioè per quello in cui m 
sia un numero intero positivo, dal quale poi la dimostrazio- 
ne degli altri casi trovasi dedotta , sono fondate sull’ indu- 
zione ; ed in talune di queste solamente, dopo di essersi co- 
si prodotto il ragionamento fino ad un certo segno, da deri- 
vame cqn chiarezza la legge onde progrediscono i termini 
di quello sviluppo , vi si trova poi dimostrata generalmen- 
te la continuazione della stessa legge in appresso , cioè pct 
tutti gli altri termini , e per qualunque valore intero e posi- 
tivo della m. 

184. A noi pare intanto, che siccome la formazione della 
potenza del binomio, nel caso dell’ esponente m intero e po- 
sitivo , consiste effettivamente in una continuala moltiplica- 
zione di quel binomio per se stesso, sicché per tal modo ven- 
ga a comporsi un prodotto di m fattori espressi dal medesi- 
mo binomio , così la legge di questa formazione dalla natura 
di un prodotto di fattori binomii della forma x-f-a debba di- 
iMtamenle ripetersi. £ tanto più giova che in Ul modo que- 
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feto argomento sia qni trattato , qoanto che potremo in ap- 
presso valerci di questa stessa ricerca nella composìslone 
de’ cc^iBcienti de’ termini delle equanioni composte, nel qua- 
le argomento anche dell’ induzione la maggior parte degli a- 
nalìsli si vale . 

Teorema. 

185. Se un polinomio ordinalo per rapporto ad una Jet- 
aura X comune a’ suoi termini si trovi essere della forma 

or + AiT-' -h Hit-' -f +T 

che indicheremo per M , ed esso si moltiplichi pel binomio 
* -f- a ; il prodotto dovrà essere un polinomio ordinalo per rap~ 
porto alla stessa xal grado m >f 1 , ed avere un termine di 
più del proposto . 

Imperocché moltiplicando il polinomio M per x primo ter- 
inine del binomio a; -f- a , si ha di nuovo lo stesso polinomio 
conia X accresciuta di una dimensione in ciascun termine , 
ed in seguito moltiplicando quel polinomio per -{- a si dovrìi 
avere un altro prodotto nel quale la x si troverà al grado 
stesso che nel polinomio proposto , avendo -}- a per fetloro 
in tutl’i suoi termini. Sicché stabilendo questo nuovo prodot- 
to di rincontro al precedente , incominciando perciò dal se- 
condo termine di questo, si potranno ridurre ad un solo i ter- 
mini moltiplicati per lo stesso grado della x, e risulterà così 


AaT + Bar-' + Tx 

+ oa" + Aa'd^' Sax -j- a T . 

c)oé 


ar"+' +(/i-f-fl)a" + Aa) ... + Sa)x-\-aT 

i| qual prodotto , che in appresso dinoteremo per N , si ve- 
de aver le condizioni proposte nel presente teorema. 

186. CoR. 1. Il prodotto di due binomii della forma. 
x•^■ a , X -f-b dee essere un trinomio , ove la x ascenda a 
dijie dimensioni nel primo termine : quello di tre binomii 
dovrà avere quattro termini , e la » 
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nel prìno di questi al terzo grado . E generalmente essendo 
al numero m i fattori binomii ar-f-a, a:+i,x+c,... 
il loro prodotto dovrà costare di m 1 termini , nel primo 
de’ quali la x si troverà al grado m. 

187. Con. 2. L’ ultimo termine aT nel polinomio N 
risolta dal prodotto del secondo termine del binomio x 4* 
per r ultimo termine T del polinomio M pel quale si è mol - 
tiplicato ; e così supponendo questo polinomio M nato dal 
prodotto di un polinomio M' , ove la x era al grado m 1 , 
e r ultimo termine veniva eapreuo da T' , per un fattore bi- 
nomio X -f « , si troverebbe essere T=i*T' •, e similmen- 
te retrogradando fino al primo fattore binomio del polinomio 
M y si troverebbe che l’ ultimo termine di un polinomio com- 
posto da fattori binomii della forma soprindicata , debba co- 
stare del prodotto di tutt’ i secondi termini di que’ binomii } 
il che per altro era anche chiaro dalla moltiplicazione . 

. ~ F B o B L E M A. 

’ 188. Se un polinomio sia composto da fattori binomii della 
forma x-ffl,x-f6, x-fc,... vuol determinare la na- 
tura de’ coefficienti della x per ciascun termine di esso . 

Per faciltà maggiore supponiamo nel polinomio N (185 ) 
trasformata la wi “h 1 in n , sicché esso divenghi delta se- 
gncnlc forma N' 

+ (B 4- Aa)x'’~' + ... -f-(r-t-So)x+ra 
È chiaro che l’ introduzione del fattore x a nel polinomio 
U abbia accresciuto di + o il coefficiente del secondo termi- 
no di quello; e questa legge dovendo sempre verificarsi, cioè 
aver luogo anche pel |H>linomìo M' derivante da N' ( x-j-x )» 
sicché l.a A sia uguale ad /f' -j- » , e così in appresso , si 
vc<lià che gcnerulmcnlc : 

Jl corffieicntc del secondo termine del pivdollo di più fai- 
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CAPITOLO X. 

I 

Oiut COMBINAZIONI , E rSBMUTAZIONI. 

171. Def. 1 . Rappresentino a , i , c , d 

nn numero n di cose , che dirò elementi , ed essi prendan* 
si a due a due , a tre a tre , cc. in tutt’ i modi che ciò può 
fanti , escludendo però quelli che con diverso ordine com> 
prendano gli elementi stessi ; i risullamenti che si otterran- 
no si dicono Combinazioni . E si diranno Permutazioni le al- 
tre combinazioni degli elementi stessi con ordine diverso da 
quello delle già formate. 

172. Def.ii. Se gli elementi si sono presi a due per volta, 
le combinazioni, o le permutazioni corrispondenti si diranno 
binarie ; se a tre per volta si diranno ternarie , ec. 

173. Cosi degli elementi a , b ,e ^ d sarebbero combina- 
zioni binarie le seguenti 

[a,ò] [^>^1 •••*'• 

ternarie le altre 

[ a , i , c ] [ o, A , d ] , ... 

174. E le permutazioni corrispondenti ad esse sarebbe- 
ro , per le binarie 

[A,o] [c,a] [d,a],ec. 

per le ternarie 

! [ a , c , A ] 

[ A , a , c ] , per la 2. 

[... . 

175. Dalla definizione recata nel $. 166 è chiaro primie- 
ramente , che se gli elementi dati a , A , c , d... fossero al 

*' L'ordinaria maniera di dinotare le combinazioni coll’ aceozzamen- 
lo delle lettere che ne esprimono gli elementi riescendo impropria , do- 
po ciò che si è stabilito nel $. 17 , abbiamo però adottata l' altra forma 
quassù esposta . 


!l 


[ a, d, A ] 
A , o , d ] 
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numero m , e di essi si volessero le combinaiioni al grado 
slesso m , non ve ne sarebbe che una sola. 

176. Quindi con due clementi a ,b , non si potHk ottene- 
re che la sola combinazione [ a, & ] ed una so|a permnlazio- 
ne [ 6 , a ] si potrà ottener da quella combinazione ; ond’ è 
che le combinazioni, e permutazioni saranno in numero di 2. 
Che se gli elementi sieno tre a , & , c ; si potrà far da essi 
una sola combinazione ternaria , che sia [ a , £ , c ] . Ma 
siccome la non si è presa che arbitrariamente per primo ter- 
mine, e b per secondo, c per terzo; cosi cominciando a scam- 
biare quel primo termine in ià, o in c, si avranno le due per- 
mutazioni [&,a,c],[c,£,a];e scambiando quel ser 
condo termine b con c, e viceversa , in ciascona delle poc’an- 
zi ottennte tre permutazioni , si otterranno cosi le altre tra 
[a , e , à] , [c , a , à ] , [& , c , a] . Che perciò essendo- 
si colle precedenti operazioni eseguiti tutt’i cambiamenti 
d’ ordine , di bui eran suscettivi gli elementi di quella pri- 
ma combinazione [ a, i, c ] , si vede chiaramente, che con 
tre elementi si' abbia una sola combinazione ternaria, e cin- 
que permutazioni di questa. ; ond’ è che il numero delle noe 
e deOe albe sarà espresso da 6 , cioè da 3.2. 

«i 177. Che se gli elementi proposti erano 4 espressi da 
a , b , c , d ; da essi non si avrebbe che la sola combinazio- 
ne qnadernaria [ a , b , c , d], E con un ragionamento ana- 
logo al precedente si vedrà , che scambiando il b con 1’ a , 

11 c con r a , il d con 1' a , cioè passando ciascun di questi 
elementi per primo, e quello in luogo loro rispettivamente, 
si avranno tre permutazioni di quella prima combinazione ; 
ed in queste quattro espressioni potendo scambiarsi il c , d , 
col b , se ne verranno ad avere 8 altre , che con le quattro 
precedenti ne verranno a formare 12 . Finalmente in queste 

12 scambiando il d col c, ne nasceranno 12 altre : ond' è ebe 
il numero delle, combinazioni , e permutazioui di 4 lettere 
sia 24 , c però espresso da 4. 3, 2.1. 
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4 T8. In generale per un numero m di etemenii , le combi- 
nazioni, e permutazioni al grado m dovranno essere espresse 
da m ( m — 4 ) . ( m — ( m — 4 ) )k Di fatti , sia ciò 

Vero per Un determinato numero m ; se tal numero si accre- 
sca di 4 , sicché divenga m -f- 4 = »t', la fofmola poc’ anzi 
recata si cambierà in 
(m-f-4)»i(m — 4) 
cioè in 

m' ( m' — 4 ) ( «r* — 2 ) i » ( ( ”*' — (”•* “ M ) 

la quale è identica in forma alla proposta ; e ciò indica che 
VeriBcandosì quella per un datò grado di combinazioni ^ e 
permutazioni, debba anche aver luogo per l’ altra di un gra- 
do superiore ; ma quella formola si è veduto esser vera fino 
alle combinazioni , e permutazioni quadernario di 4 elementi 
(177). Dunque dovrà pure averlnogo per le penienanV di 5 
elementi ; e così procedendo oltre. ' ' 

PftOBLEItAt. 

M^.Dàloil flumero m di elementi espressi dalle Ietterò 
ti, e, (/, e . . . ; determinare, il numero delle cambi* 
nazioni , e permutazioni binarie delle medesime. 

È manifesto che accoppiando ad a una per volta eìascu-» 
ha delle altre lettere , che sono al numero m — - 1 , si vertan- 
lio ad avere tutte le combinazioni di a con quelle ; le qua- 
li combinazioni risulteranno al bnrocro m — 1 . Similmente 
accoppiando a b tutte le altre lettere anche al numero m — 4 , 
compresavi 1' a , si verranno ad avere tutte le combinazioni 
di b con quelle; e queste risulteranno anche al numerom — 1< 
È così continuando in seguito per tutti gli altri clementi e,d.., 
si verranno ad avere m serie di combinazioni « ciascuna al 
numero m — 4 di termini, nelle quali , com' è chiaro, vi si 
comprenderanno anche tutte le permutazioni di quelle com- 
binazioni ; ond' è che il numero delle une e delle altre do- 
li 
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Tra essere dinotato da 

m ( m — 1 ) ; 

e quindi quello delle une , o delle altre separatamente Ter- 
rà espresso da 

m (m — 1 
2 

Problema II. 

180. Esibire il munero delle eombinazioni , e permutazio- 
ni ternarie , o quello delle sole combinazioni , che possonsi 
effettuare con m elementi. 

Snppongansi fatte le combinazioni , e le permutazioni bi- 
narie di essi m elementi , ebe saranno, come si è veduto, al 
numero m(m — 1 ). Per avere le ternarie, è chiaro che ad o- 
gnuna di queste converrà accoppiarvi ciascuno degli elemen- 
ti dati , dal terzo in poi , cioè da c in poi , il che per cia- 
scuna di quelle combinazioni, e permutazioni binarie ne da- 
rebbe m — 2 ternarie ; e quindi l’ intero numero delle com- 
binazioni , e permutazioni ternarie verrà espresso da 
m (m — 1) (m — 2). 

Ma per ogni combinazione ternaria si hanno cinque permu- 
tazioni, sicché quella viene ad essere quanto il sesto del nu- 
mero delle une e delle altre ( 176. ) . Laonde il semplice 
numero delle combinazioni richieste verrà dinotato da 
ni (ni — 1) (m — 2) 

1.2.3 ■ 

181. Continuando il ragionamento in modo simile a quel- 
lo del precedente problema , si troverà che il numero del- 
le combinazioni , e permutazioni quadernarie di m elemen- 
ti sia espresso da 

m(m — 1 ) (m — 2) (m — 3) ; 

e die quello delle sole combinazioni venghi dinotato da 
»i(m — 1 ) (m — 2) (m — 3) 

1. 2.3.4 
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Ed ìd gcDerale die la forinola la quale esprime le permuta- 
zioni, e combinazioni al grado n di m elementi sia la seguente 
m(m — 1) (m — 2) (m — 3) . . . (m — [« — 1J ) 
e quella delle sole combinazioni 

fn(m — 1 ) — 2) (ni — 3) . . . (m — [n — 1] ) 

1. 2.3.4 . . . 

La qual cosa 7016030 dimostrarla generalmente si potrà far 
uso di un ragionamento analogo a quello del §. 178 ; il 
qual modo di dimostrare è da noi soventi volte adoperato in 
questi Elementi. 

182. E ciò può qui bastare per l'uso ohe dovremo fare 
del presente argomento j intorno al quale chi desidera mag- 
gior estensione , ed un esercizio di curiosi problemi , che da 
questa teorica direttamente dipendono , potrà riscontrare il 
cap. XI. part. 1. e 2. dell' Algdtra del Lhuilier. 
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CAPITOLO XI. 


FobUOLA CENKRALE dello SVILUrPO di una potenza 

QUALUNQUE DI UN DINOMIO. 


183. riverse dimostrazioDi sono state date dagli analisti 
per lo sviluppo della formola (x 4' a)”' , conosciuta volgare 
mente col nome di Binomio del Newton , ove la tn rappresen- 
ti un numero qualunque. Di queste le generalissime riposa- 
no sopra principii superiori a quelli che ora trattiamo in que- 
sta parte deU’Analisi algebrica, e dopo 1’ esposizione de'qua- 
li anche noi non tralasceremo di ritornare su questo argo- 
mento medesimo , la cui importanza ci obbliga , per ragion 
di metodo, a doverne ora trattare. Altre che su principii e- 
lemeutari sono fondate , che perciò al presente trattato ai 
confanno , pel caso piu semplice , cioè per quello in cui m 
sìa un numero intero positivo, dal quale poi la dimostrazio- 
ne degli altri casi trovasi dedotta , sono fondate sull’ indu- 
zione; ed in talune di queste solamente, dopo di essersi co- 
sì prodotto il ragionamento fino ad un certo s^no, da deri- 
varne con chiarezza la legge onde progrediscono i termini 
di quello sviluppo , vi si trova poi dimostrata generalmen- 
te la continuazione della stessa legge in appresso , cioè per 
tutti gli altri termini , e per qualunque valore intera e posi- 
tivo della m. 

18-f. A noi pare intanto , che siccome la formazione della, 
potenza del binomio, io questo primo caso, consiste eifettiva- 
mente in una continuata moltiplicazione di quel binomio per 
se stesso , sicché per tal modo venga a comporsi un prodot- 
to di Di fattori espressi dal medesimo binomio , così la leg- 
ge di questa formazione dalla natura di un prodotto di fatto- 
ri binomii della forma x-f u debba direttamente ripetersi. 
F tanto più giova che io tal modo questo argomento sia qui 
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trallalo , quanto che potremo in appresso valerci di questa 
stessa ricerca nella composizione de’ coefficienti de’ termini 
delle equazioni composte , nei quale argomento anche del- 
r induzione la maggior parte degli analisti si vale. 

T E o n E M A. 

185. Se un polinomio ordinalo per rapporto ad una let- 
tera X comune a’ tuoi termini si trovi estere della forma 

X- + Ax"-' + Bjt-' + + r 

che indicheremo per M , ed esso si molliplichi pel binomio 
a: a ; il prodotto dovrà essere un polinomio ordinato per 

rapporto alla stessa x al grado tn -f 1 , ed avere un termi- 
ne di più del proposto . 

Imperocché moltiplicando il polinomio M per x primo ter- 
mine del binomio a; a , si ha di nuovo lo Stesso polinomio 
con la X accresciuta di una dimensione in ciascun termine ; 
ed in seguito moltiplicando quel polinomio per -|- a si dovrà 
avere nn altro prodotto nel quale la x si troverà al grado 
stesso che nel polinomio proposto, avendo a per fattore in 

tntt’ i snoi termini. Sicché stabilendo questo nuovo prodot- 
to dì rincontro al precedente , inoominciando perciò dal se- 
condo termine di questo, si potranno ridurre ad un solo i ter- 
mini moltiplicati per lo stesso grado della x , e risulterà cosi 


X-+' + Ax- -f B x"— -f- Tx 

-f- -f- Aeud^~‘ -+• Sax aT 

cioè 


x"'*" + + o) x" -J- (B -1- (r-|-5a)x-|-a!r 

il qnal prodotto, che in appresso dinoteremo per N , si ve- 
de aver le condizioni proposte nel presente teorema. 

186. Con. 1. 11 prodotto di due binomii della forma 
X -|- a , X -1- ^ dee essere un trinomio , ove la x ascenda a 
due dimensioni nel primo termine : quello di tre binomii 
x + a, x-t-6, X + c dovrà avere quattro termini , e la x 
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nel primo di questi al terzo grado. E generalmente se sieno 
al numero m i fattori binomii b , x ^ c , ... 

il loro prodotto dovrà costare di m 1 termini , nel primo 
de’ quali la x si troverà al grado m. 

187. Con. 2. L’ ultimo termine -f- aT nel polinomio N 
risulta dal prodotto del secondo termine del binomio x -f- a 
per r ultimo termine T del polinomio M pel quale si è mol- 
tiplicato ; e così supponendo questo polinomio M nato dal 
prodotto di un polinomio M', ove la .r era al grado m — \ , 
e r ultimo termine veniva espresso da T' , per un fattore 
binomio x + n , si troverebbe essere T = a.T'^ e similmen- 
te retrogradando fino al primo fattore binomio del polinomio 
M , si troverebbe che l'ultimo termine di un polinomio com- 
posto da fattori binomii della forma soprindicata, debba co- 
stare del prodotto di tutt’i secondi termini di que’binomii ; 
il che per altro era anche chiaro dalla moltiplicazione. 

Fboblema. 

188 Se un polinomio sia composto da fattori binomii del- 
la forma x a , x-^-b,x^^•CJ ...; si vuol determinare 
la natura de’ coefficienti della x per ciascun termine di esso. 

Per faciltà maggiore supponiamo nel polinomio N (185.) 
trasformata la m-^■ 1 in n, sicché esso divengfai della seguen-' 
te forma N' 

-j- (B-j-^a)x"“* .... fT^Sa’^'jf'Ta 

È chiaro che l’ introduzione del fattore x a nel polinomio 
M ha accresciuto di -f- a il coefficiente del secondo termine 
di quello ; e questa legge dovendo sempre verificarsi , cioè 
aver luogo anche pel polinomio M derivante da M' (x -|- 
sicché la A sia uguale ad a , e così in appresso , si ve- 
drà che generalmente : 

Jl coefficienU del secondo termine del prodotto di più fal- 


Digitized by Google 



elementare' 


87 


fori hinomii, tal che x+a, x+5 , x+c, ... debba ri- 
sultar dalla somma de’ secondi termini di que binomii. 

Similmente il coefficiente della x'*~’ , cioè del terzo ter- 
mine del polinomio N' è -f- Aa , ove A coefficiente del se- 
condo termine del polinomio M , che aveva un fattcre bi- 
nomio di meno che N' rappresenta la somma di tutt’ i se- 
condi termini », jS, y, ... de'fattori binomii di M, al numero 
di m ; che perciò è chiaro , che Aa dinoti la somma delle 
combinazioni del secondo termine del binomio x a co’ se- 
condi termini degli altri binomii fat- 

tori di M ; sicché per 1’ introduzione di questo nuovo fatto- 
re x -f a , il terzo termine del polinomio N', che n’ è risul- 
tato , si trova accresciuto di tal somma di combinazioni . 
£d essendo chiaro , che debba similmente B essere quanto 
B' -j- A'* , ove A' rappresenta ed » il 

secondo termine del nuovo fattore introdotto in M' per ave- 
re M , si vedrà che io generale : 

Il coefficiente del terzo teimine di un polinomio prodot- 
to da' binomii X -{■ a , x-f-ó, x-{-c, ... debba esser rappre- 
sentato dalV aggregato delle combinazioni binarie di tuli’ i 
secondi termini di que’ fattori. 

£d in generale essendo Q-f-£a il coefficiente di un termi- 
ne qualunque dell’ ordine del prodotto N' , e Q dinotando 
il coefficiente del luogo stesso nel polinomio precedente M, 
dovrà esso venir espresso da Q' -j- P' « ; e similmente Q' 
sarebbe espresso da Q" P' fi . Sicché il coefficiente del 
termine proposto dell’ ordine jr sarebbe espresso da Q' .... 
_l_ piiy pi^ pg^ _j_ ^ rappresentando 0“ il coeffi- 

ciente del termine dell’ ordine stesso di quello che noi con- 
sideriamo , ma nel polinomio del grado p — 1 ; che perciò 
verrebbe ad essere rultimo termine di questo , e quindi rap- 
presentato dal prodotto di tutt’ i secondi termini de’ binomii 
suoi fattori al numero p -— i (187.). 

Da ciò è facile conchiudere , che ; 
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Il coefficiente di ttn termine qualunqtte n di quel prodotto 
N eia quanto la eomma delle condnnatiom al grado n — 
di tati’ i tecondi termiìd de’ fattori binomii di tal prodotto. 

189. Ed è poi anche facile a rilevarsi dalla regola data 
pe’ segni nella moltiplicatione , che se i secondi termini di 
qne’ fattori binomii sieno tutti positivi > saranno anche tatti 
positivi i termini di quel prodotto ; e che essendo negativi 
debbano alternarsi i termini del prodotto, risultando negati- 
vo il secondo, positivo il terzo, negativo il quarto , ec. 

Teorema. 


190. Se 7 binomio a: + a elevi alla potenza n , dinotan* 
do n un numero intero positivo, una tal potenza avrà la se- 
guente forma 


ti(rt — 1) 

'j. _i , 

1.2 


nax’-'+ ■ „ " aV— + ’ 


n(„_1)(»— 2) _, 
1.2.3 


1.2.3 


... (n — n + 2) 
....(n-1) 


a"-'a;+o* 


Imperocché il coefficiente della x nel secondo termine 
del prodotto di n fattori a dee esser composto da n di 
volte -f o , e quindi sarà esso •)- un • H coefficiente della 
X nel terzo termine dee esser la somma delle combioatio-* 
ni binarie di n lettere a , ed il numero di tali combinazioni 
nfn — 1 1 

essendo ♦— — - (179.), c 1 valore di una di esse vcnen- 

\ .z 

do dinotato da a' , ne segue che il valore di tal coefficiente 
sia per V appunto ‘ coefficiente del 

quarto termine risultando dalle combinazioni ternarie di »t 
lettere a , sarà perciò ^ (180.) E 1 coef- 


ficiente del termine n risultando dalle combinazioni n — • 4 
di n lettere a , dovrà esser dinotalo da 
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n(n — 1) 


(n n + 2) ^ 


n(n — 1) 

*'*+noa:"~ ' +- la'x”—' . 

1.2 


n[n — 1) 

a"+nara"— ’4— i 

^ ^ 1.2 


1. 2. 3 (n — 1) 

E combinando questa riduzione de’ coefficienti , per tal ca- 
so , con ciò cbe nel precedente teorema (185.) si è dimo- 
stralo , si rileverà facilmente la verità dell’ assunto. 

191. Essendo identiche le due espressioni ( x -f- a )" ed 
( o -f X , identici dovranno pur essere i loro sviluppi 

n(n— l)...fn— n- f2) 
1.2.3...(n-l) 
n(n — l)...(n— n-j-1) 

1.2. 3.... n 
, n(n— l)...(n— n-i-2) 

^ 1.2.3.. .(n—l) 

, nfn — l...(n — n-H) 

^ 1. 2. 3....n 

c solamente scritti con ordine inverso ; orni’ è che debba, 
come apparisce anche per intuizione , il coefficiente dell’ul- 
timo termine pareggiar quello del primo, ed esser quindi 1 ; 
il coefficiente n del secondo termine pareggiare 1’ altro 
n(n — 1) ... (rt — n-t- 2) 

— ■ ... „ — del penultimo termine : e si- 

, 1 .2.3 .... (rt — 1) 

nùlmente il coefficiente del terzo termine dovrà 

1 . 2. 

esser uguale a quello dell’ antepennllimo termine , e così in 
appresso. Laonde si vede, che quando siesi giunto ad otte- 
nere la metà de’ coefficienti della potenza n del binomio 
X a , se la rt è impari (186.) , quelli de’ rimanenti termi- 
ni saranno questi stessi scritti con ordine inverso , cioè in- 
cominciando dall' ultimo ottenuto , e salendo al primo ; e 
se la n è pari (186.) , bisogna giiignere fino al termine me- 
dio , e pe’ termini rimanenti continuare , come si è dello , 
dal precedente a tal medio in indietro. 

192. La semplice ispezione dello sviluppo della potenza 
n del biflomio x -f « & vedere , che in ogni termine il coef- 

12 
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ficienle " stabilito nel modo già detto , debba moltiplicare 
il prodotto de’ termini del binomio elevati rispettivamente 
a tali potenze , cbe la somma degl’ indici di esse faccia n ; 
di tal che , se quello di x fosse n — m, quello di a dovreb* 
be essere per 1’ appunto m, dinotando m il luogo del termi- 
ne minorato dell’ unità ; talché se quel termine era il terzo , 
sarà m = 2 ; se il quarto m = 3 , ec. In guisa che volendo 
effettuare la potenza n del binomio a, si potrebbe facil- 
mente ottenerla nel seguente modo. 

Si stabilisca il prodotto x'‘~”a", ed in esso si vadan sosti- 
tuendo per m tutt’ i numeri interi , incominciando dal zero 
(ino all’ n stesso , sicché si abbia 
X" , x“~‘a , x’ ’o’ . . . x’' , a" 

ed i coefficienti saranno , come si é veduto , n pel secon- 

n(n — 1) n(n — 1) (n — 2) , 

do termine , — pel terzo , , o q ^ 


1.2 


1. 2. 3 


quarto «c. 


Esempio. 


193. Voglia elevarsi a quinta potenza il binomio 
2y' + Uz. 

Il prodotto da stabilirsi é 

xCAs)" 

a quindi i termini di tal potenza senza coefficienti saranno 


1* 

(2// 

IN =: 0 

II* 

(2jr'y X A* 

m = 1 

iir 

(2y-)’x(4z)- 

1» = 2 

IV 

(2j’)*x(4s)» 

IN = 3 

V 

(2/)X(4z)« 

m = 4 

VI” 

{hzy 

m — a 


• ■ Qui il coefliciente è preso nel suo senso ristretto per quella espres- 
sione della n che moltiplica in ciascun termine le potenze rispettiva 
dalli se e della a , che sono i fattori de’ termini del binomio proposto . 
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ed i coefficienli del secondo , e terzo lermiue , e quin- 

5 5.4 

di quelli del quinto , e quarto (186.) saranno — , — -, cioè 
5 e 10 ; ond’ è che. una tal potenza , verrà espressa da 
(2y‘)‘+5(»y)<X4*+10(V)’X(4*)*+10(2y>)»X(M’+5(2y)X(4i)*+r4*l* 
cioè , eseguendo le operazioni indicate, da 
32/°+320 j*2+1 280/z*+2560/2»+2560;^*s<+1 024s«. 

194. Poiché (34.) il binomio {x + o)" = x" ^1 

si potrà anche dar questa forma ad un binomio da elevar- 
si a potenza, il che ne facilita lo sviluppo, rendendolo indi- 
pendente dal primo termine ; ed allora non bisognerà far 
altro , in fine dell’ operazione , che moltiplicare lo sviluppo 

ottenuto da 0+0 per x" , a fine di ottener quello di 

(jr-j-")''* 6 suole adoperarsi principalmente ne’ casi dell’ e- 
eponeute n non intero c positivo, ove riesce assai vantaggioso 
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CAPITOLO xir 


CoNTI^UAZIO^E DELLO STESSO ARGOMENTO 
DEL PRECEDENTE CAPITOLO. 


195. Passiamo ora a ricercar lo sviluppo del binomio 
( X -f- a )' , supposlo che sia n un numero qualunque . Se- 
guiremo in questa ricerca il modo tenuto dairiiluslrc Lhui- 
licr , nella sua opera intitolata Principiorum Calculi Diffe- 
rcntialis et IiUegralis exposilio élcmcntaris, , e ripetuto poi 
ne’ suoi Elementi di Algebra al cap. xiii. ; poiché non solo 
ci sembra assai conducente per 1’ esattezza , e chiarezza 
de’ principii su i quali è fondato ; ma è pure connesso eoa 
la dimostrazione da noi data del precedente caso di un tale 
sviluppo 


Lemma I. 

19G. Steno due formolo 

M a"-!-// a—'+B ... a'-— 

N +CV-’ ... 

ordinale per rispetto ad una stessa lettera x, { A , B , C... 


’’ La via tenuta dal Lhuilier in questa ricerca , conviene nel princi- 
pio che VI si adopra, come egli slesso lo avverte nella noia a piedi del- 
la pag.102. voi. II. Eièmtns d AUjibre , con quella dell’ Eulero , per la 
diiiiostraziuue generale ed elementare della formula det binomio , in- 
serita nel voi. 19. de’ Novi Commenlarii dell’ Aecademia di Pietrobur- 
go , anno 1771^ . Illa la facii riduzione di ciascun coeflìciento di un 
termine a quello del precedente ad esso , che qui appresso si vedrà , 
è interamente dovuta al matematico di Ginevra ; ed è ciò da ripu- 
tarsi non ultima parte io tale dimostrazione . 

’* Cioè disposte in modo, che ne' termini successivi I' esponente del- 
la X vadasi continuamente abbassando di 1. 
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Q ... , A , B' , C .... Q' .... dinotano i coefficienti del- 
la x; e quelli che sono solamente diversi per l’ apice ' che gli 
affetta , appartengono a’ termini dell’ ordine medesimo ) ed 
ette formale ti moltiplichino fra loro ; ciateun termine del pro- 
dotto , il cui grado o luogo tia dinotato da r ritulterà dalla 
somma de' prodotti del termine dello stesto grado neW un fatto- 
re per lo primo termine deW altro fattore, del termine del gra- 
do r — 1 TulC uri fattore per lo tecondo deW altro, e cosi sem- 
pre retrogradando , finché ti giunga a moltiplicare il primo 
termine deW un fattore pel termine del grado r delC altro. Ne' 
quali prodotti parziali V esponerUe della x risulterà sempre lo 
stesso , cioè quanto m -f- n — r. 

Così , per lo termine corrispondente nel prodotto a quel- 
li che sono dinotali ne’ fattori rispettivamente da Qx”'~' , 
Q'x"~’’ verrà esso espresso da 

La dimostrazione di ciò è chiara dalla natura della mol- 
tiplicazione. 

Lemma IL 

197. Supposto che i coefficienti A,B,C A',B',C 

delle forinole proposte nel lemma precedente sieno composti in 
m ed n rispettivamente, come quelli della formola del binomio ; 
i coefficienti del prodotto di esse , saranno similmente compo- 
sti in f« M ; che lo sono in m , o pure in n quelli delf or- 
dine stesso nelle formale date. 

I coefficienti delle formole date , essendo rispeltivamen- 
te i seguenti : 
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Per la prima. Per la feconda. 


1 1 



perciò quello del secondo termine del prodotto di tali for- 
mole dovrà risultare espresso da m -f o (196.). 

Quello del terzo termine di tal prodotto sarà 
m(m— Il . .«(»— 1) •> — 11, 2.t»m , a(n — 1) 

1.2 

m (m — \) m.n 

~~ 1.2 1.2 

«.« , w(n — 1) 

+ 1.2 T2 

m(m+n— 1 ) , n;m + n— 1) 

~ O 1.2 

(m -1- «t; (m -f- e — Q 

~ T2 ' 

Il coefficiente del quarto termine del prodotto medesimo 
verrà rappresentato da 

«.(m— l)(m— 2) , m.[m— l),n , n.(t»— l).w , n.(it— 1) (»— 2) 



tlementare ^5 

la quale ultima espreisione , che abbiamo ordinala in tre 
linee, avendo per comnn fattore di ciascuna 1’ ù 

ducesi linea per,linea a’ termini della seguente 

^2m.» , n.(n-l)\ 

3 V i.a 

ove l' espressione racchiusa nel vincolo si trova esser nreci 
samenle quelUdel temine precedente , e perciò uguale ad 

(m + n) (w -f w— r & u 

*■ ^ 2 " ~ • Adunque il coefficiente del termine 

ora considerato , cioè il quarto , diverrà 

(*” + ”) (w+n — f) (m+n--2ì 

?TO ■ — 

Così pure il coefficiente del quinto termino di quel prodotto 
sarà espresso da ’ r 

I-Z.3 1.2 12 


cioè da 


^^n-l)(n-2)m ^ n.(n-l) (,-2) (»_3) f«_4) 

i.2.3.4 


(m-2) fm-2) . 2.3.m.(«_l).».f„_i, 

1.2,34 ^ T231 ■ — oxr^ — - 

^ ^n.(»-l) (n-2) o.[n-l)( n-2) (n-3) r»»-4, 

1. 2.3.4. i.2.3.4 


E quindi da 

t|^l) (m— S) (ni— 3) fi.m.(m— l)(m— S) 

1.2.S.4 + 1.2.3.4' 


, 3ti.m.[m— l)(m— 2 ) , 3m.(m— t).n.(«_l) 

1-23.4 + TWÙ 

, 3m.(m— l) .n.(n— 1 ) ^ 3m.n.(n_l) f»_j) 
1.2.3.4 l.J.3.4 

, ”*•»»(»—<) (>»~-a) n.(n— 1) (i>— 2) fn-3 ) (n— 4) 

1. 2.3.4 1.2.3.4 
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che , caTandone il fattore comune ”* ■ da ogni bino- 

mio costituente ciascuna linea , si riduce ad 

3^m,(i«— 1) (m— 2) 3n.m(m— 1) Sm.n.fm — 1) ».(» — 1' (* — 2)'\ 
4 V 1.2-3 1.2.3 1.2.3 1.2.3 ) 


Nel qual risultamento ritrovandosi la quantità compresa 
nel vincolo identica al coefficiente del termine precedente ; 
perciò il coefficiente del termine presente verrà espresso da 

fB.[m.4'n)(TO+ii— l)[m+n — 2)(w"l"ii — 3) 

' 1.2.3.4 


£ cosi potrebbe prolungarsi una tal dimostrazione ; ma 
senza ciò fare , è facile vedere che la legge la quale fino- 
ra si è conosciuto aver luogo , debba continuare pe'cocffi- 
cicnti de’ termini seguenti , subito che si riflette, che i fat- 
tori ond’ essi nascono procedono sempre con la medesima 
legge, e similmente le operazioni che si debbono fare per e- 
seguir le riduzioni in quel prodotto. 

198. Da’ due precedenti lemmi è facile rilevare , che il 

prodotto degli sviluppi de’ binomii (x -f- a )"■ , (a: -|- «)" , 
(x -f- a/, ec. sia una formola binomiale analoga allo sviluppo 
dell’ un de’ fattori , ove in luogo dell’ esponente di questo 
vi stia m -f. n >{- p -f cc. La qual cosa per altro rendevasi an- 
che chiara dal §. 28 , essendo (x-f-a)"* (x+a)" (x-f-o)’’ ... = 
(x+ Quindi : 

199. Con. 1. Il quadrato , il cubo ... la potenza n-esi- 
ma di una formoli binomiale si oUcrrà sostituendo da per ogni 
dove entra il suo esponente , U doppio di questo , il triplo , a 
ft-volte il medesimo. 

200. Con. 2. Al contrario : 

La radice p di una formola binomiale ( ove p dinoti un nu- 
mero intero positivo J si otterrà sostituendo da per tutto in 
quella formola f esponente della medesima diviso per p. 

Poiché al contiario con sostituire in questa nuova formo- 
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l> binomiale , il moltiplice p dell’ esponente di cua , si ri 
toma alla proposta. 

Teobbma I. 


201 .Se m ed n sieno numeri interi positivi , dovrà essere 



Ciò è manifesto dal già detto nel cor. 2. del lemma II. E 
si Tede pure , che queaU serio , quando n non fosse un di- 
TÌBore di m , debba continuarsi all’ infinito. 


T E O R E H A II. 

202. Ibinonm (x+a)’“’* , ed si svolgono ancor 

essi in espressioni come quelle de’ y^.i90 e 201 rispetiivamen- 

. m 

te f ove però invece dtm , — n ponga — - m , ~ — . 

Di latti se lo sviluppo di (x -f- «y si dividesse per l’ altro 
di (* + a)t , il quoziente dovendo pareggiare ( a: -f> a 
sarà un’ espressione della forma del §.190, ove siavi p — q 
sostituito alla »» ; e quindi set q = p•^^m, sarà p — p — m, 
cioè — ffl la quantità da sostituirsi nella formola quoziente. 
Laonde ec. 

E la stessa dimostrazione ha luogo anche per l’ altro caso 
del presente teorema. 

Alst BH, 

203.11 binomio (x+o)" moltiplicato per l’altro (r+o)*~" 
dà (i+o)" = 1 j onde tale den anch’ essere il prodotto del- 

13 
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k rìspellire forinole in cui que’ due binomii sviluppanti. Or 

la prima di queste è 

«(m — 1) . mfm — I) (m — ^8) . 

a;"+iiMue^'+ — 7-5 — o’x'^’+ — la’**""* . . . 

^ ^1.3 ^ 1.2.3 

e supponendo che la forma dell’ altro sviluppo sia 

m(—m — 1) . fn(— m— 1) 


®— maa — 


— ^a’ar-" 


1.2 1.2.3 

si vede che nel prodotto di esse, dal secondo termine in poi, 
vi sia per fattore del coefficiente il binomio m — m = o ; 
ond’ è che tali termini svanendo tutti , il prodotto cercato 
risulti rappresentato solamente da = a° = 1 . Adun- 
que tal dee essere quale si è supposto lo sviluppo della for- 
mola binomiale (x + a)”". 

E lo stesso vale anche per lo sviluppo dell' altra 
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CAPITOLO XIII. 

AtVBKTENZE NECE88ABIE PER CONTBNIENTEMENTE 
SVILUPPARE LA POTENZA DI UN BINOMIO. 


204. Allorché si sviluppa in serie il binomio (x + a)" , 
ove m dinoti un numero intero positivo , è chiaro che giunti 
al termine m .f* 2 vi si debba nel coefficiente di questo , c 
così pur ne’ seguenti contener sciUpre il fattore m — m cioè 
zero , da che venendo essi a svanire ne segue che la serie 
dopo quel numero di termini si arresti. Al contrario, siccome 
quel fattore zero non mai dee aver luogo ove la m si suppon- 
ga essere un numero negativo , o frazionario , cosi avviene 
che in questi casi la serie parimente quello sviluppo debba 
procedere all’ infinito. Ed è perciò che in essi è della mas- 
sima importanza , che i termini dello sviluppo vadano sem- 
pre decrescendo , cioè , come sogliono esprimersi gli ana- 
listi , che la serie sia la più convergente possibile, affinchè 
dalla somma di un numero di que’ termini possa ottenersi , 
con quella approssimazione che si vuole , il valore dello svi- 
luppo medesimo. 

205. Per riescire in ciò , pongasi la formola hinomiale 




m(m — 1) 

-a'ar^‘ 


1.2 


1.2.3 “ * 


sotto l’ altra forma 

X- -t- a; . . . ) 

V X 1.2 x' 1.2.3 X* y 

cb’ è precisamente lo sviluppo di formola ri- 

dotta dall’ altra ( x -)• a )”* ; si vedrà chiaramente che sem- 


Si denomina dagli analisti ((rie una scguola di termini proceden.- 
li con una delermioata Icgge.- 
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prc che— sia nn fratto vero , i termini compresi nel vincolo 

dovranno , da un certo luogo in poi , andar necessariamente 
decrescendo, e con tanta maggiore rairidità , per quanto più 
saràjiccola 1’ a in paragone della x ; che perciò qualunque 
sia 1* esponente m , cioè un intero positivo , o negativo , o 
pure un fratto positivo , o negativo , per ottenere una serie 
la più convergente possibile dello sviluppo di ^ , bisogna 
che il numero A sia divìso io tal binomio x + a, che la x ser- 
bi alla a il maggior rapporto possibile. 

206. Or nel caso della m negativa , la formala ridotta del 
precedente , prenderà la seguente forma 

1 / a , m(in-|-l) o’ •" ("*+2) J!? ^ 

J 

per la quale , affinchè sia ben condizionala per l’ uso che 
dee farsene nello sviluppare una potenza negativa , basta 1 a- 
ver adempito a quello che si è indicato nel §. precedente. 

207. Che se poi quell’ esponente m sia un fratto della for- 
ma ± , gli sviluppi corrispondenti a’ binomii 

saranno rispettivamente rappresentati da 

^ ^ ' r X ^ l.a.r* X* i.a.a.r* x‘ y 

ed 

1 /• . n a , n (a+r) o* « (n+r) ("+2ri a’ \ 

iTO T* • •■J 

ove si vede che oltre la condizione necessaria a rendere con- 
vurgeule la serie compresa nel vincolo , si richiede , perchè 
posja l'arsi uso di tale sviluppo, che il coefficiente del vin- 
colo sia quantità razionale , cioè che sì possa da x" estrarrò 
la radice r : vale a dire che il primo termine del biuomic^ 
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x + Oj debba esser preso in modo che il fratto — sia il pili 

a ‘ 

piccolo possibile , ma con la condizione die sia potenza 
esatta del grado r. 

I seguenti es^pii rischiareranno ciò che si è finora gene- 
nlmenle indicato. 

PxM PN xspoifEWTe aecÀTiro. 


Esempio I. 

, 208. Si voglia svolgere in serie , per mezzo della formolo 

\ 

del binomio , il fratto . 

Se nn tal fratto pongasi sotto la forma ss ( l-fl 

si avrà col paragonar questo binomio all’ altro (x + ay-'" , 
ff = 1,o=1,ms=1;e quindi lo sviluppo del $. 206 
presenterà il seguente paradosso algebrico. 

1 — 1 + 4 — . 1 + 1 _ 4 . . . . 

4 4 

Che se pongasi 2=3 — 4 , « avrà — = • sa 

(3—1^—* j d’onde si ha lo svilajqio già alquanto convergento 
4 / 4 4 4 \ 

3A ' + 3 + "g 

In oltre se riflettasi che-^-= ^ t 

2 4 3+1 

2(5 — 4)~* , si otterrà , per tale apparecchio , lo sviluppo 

più convergente del precedente , cioè , 

E COSI procedendo innanzi si potrebbero ottenere pel frat- 
*0 sviluppi sempre più convergenti . 


2 

5—1 
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Esempio 11. 


209. Sia proposto a svolgere in serie il fratto 



Pongasi 3 = 4 ~ 1 , sicché il fratto proposto prenda la 

(Xirrp^ = ( 4 — 1 ) -■•••«• . Esegoendo lo 

sviluppo col porre, nella formoladel §.206, a:t=4, a= — 1, 
m = — 1 000000 , essa prenderà la seguente forma 
1 z' . 1 1000000 X 1000001 I 1 


j^iOOOUOO 


^ 1 + lOOOOOOXy + 


1.2 


Xjg + ... 


lOOOOOOxlOOOOOlXl®®®®®^ _L 
lX3 ^ 6^’ 




210. Considerandogli sviluppi precedentemente ottenuti 
di un fratto, per mezzo della formola del binomio , e facile 
accorgersi che essi ne’ casi particolari non possono essere 
di alcuna utilità nell’ Analisi algebrica. Imperocché si vede 
che una tale operazione obbligherebbe ad elevare alla stessa 
potenza n un numero di un’ unità maggiore di a , quando lo 
scindimento di questo si abbia voluto condizionare nella ma- 
niera più vantaggiosa ; sicché sarà assai più conducente il 
1 

rappresentare il fratto — elevando da principio il numero a 


alla potenza cercata n. Non così però ne’ casi dell’ esponen- 
te frazionario, che ora parUcolarmente considereremo , ne’ 
quali la formola del binomio conduce ad ottener le radici 
de’numeri con uoa conveniente e rapida approsimazione ; e 
serve anche vantaggiosamente in molti casi nell’ Analisi su- 
blime . 
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Esempio !• 

21 1 .S» voglia estrarre la radice quadrala da 2, ciob svolge- 
re in serie y/2. 

Se pongasi 2 = 1 + 1 ; per mezzo della prima formola 
esposta nel §. 207 , ove n=l , r = 2,si otterrà 

1 < . j_ _L . J_ 21 

V2— 1 + -2 8 16"” 128 "^258 1024'^’"‘ 

Che se pongasi 2 = 4 — 2 si otterrà la seguente serie un 
poco pili convergente. 

( ili \ 

’ + T-T2+«5 - • •) 

E continuando a decomporre il 2 nelle due parti ^ e 

/tu /tu 

si otterrebbe la sene assai pili convergente 

V2 = l^l +^_^+ ^ 

E sì otterrebbe una sarie anche piìi convergente della pre- 

, . „ 289 1 ^ , , 

cedente, se pongasi 2 = — — . E lo stesso per al- 

144 144 

tri casi . 

Esempio II. 

212. Dehbasi ora esibire lo sviluppo in serie del fratta 
■ 

Si scinda il 2 in uno de’binomii già indicati nel preceden- 
te esempio , e poi si esegua lo sviluppo come in esso sta 

1 

detto , variando solamente co! porre la m 

Cioè moltiplicando il 2 pel numero quadrato 25, e poi operando 
l indicato Kindimento. 
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213. Oltre al metodo esposto di sopra , per estrarre per 
approssimazione le radici dalle formole binomie della forma 
a;" ± a , ove n sìa il grado della radice , V Halley un altro 
ne espose nel voi. delle Tramaxùni filoso ficlu del 1694 , 
che per la iàcillà , e celerità con cni conduce ad una grande 
approssimazione delle radici richieste non merita di esser 
trascurato , come lo è in quasi tutte le istituzioni di Alge- 
bra , non trovandolo riportato che negli Elementi del de la’ 
CailU pubblicati dal Marie , ed appena accennato nelle no- 
te agli Elementi di Àlgebra di Eulero . 

Un tal metodo che riduce immantinente la proposta estra- 
zione di radice del grado n a qnélla di una radice quadrata , 
vena esposto nel st^uente libro . 
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C4P1T0L0 XIV. 


Conseguenze che dekivansi dal gap. tu. 


214. Se i due binomìi (x -f- «)* , ( x — a)' si sviluppino 
nelle loro corrisponJeuli serie , è chiaro che queste dovran- 
no essere identiche nel valore de’ termini , e solamonie aver 
di contrario segno quelli che contengono le potenze impari 
della a , cioè il secondo , il quarto , ed in generale tutt’ i 
termini de’ luc^hi pari ; che perciò se que' due sviluppi si 
sommino 1’ un 1' altro, dovranuo'distruggersi questi termini ; 
c solamente trovarsi in quella somma i doppii de' termini 
ìmpari, vale a dire, che tal somma sarà quanto il doppio di 
UDO di quelli sviluppi , ove siensi soppressi tutt' i termini 
de' luoghi impari , e quindi espressa da 

, ’*{’*— 1) «• , n [n— 1) (n-8) («-*3) a* . \ 

nrr "'^+ — nn + 

215. Che se ai contrario si fosse l' uno sviluppo binomia- 
le sottratto dall’ altro, per esempio il secondo dal primo, si 
vede facilmente che sarebbero disparsi i termini de’ luoghi 
impari , restando solamente in tal somma il doppio di cia- 
scun termine di luogo peri , cioè si sarebbe ottenuto un ri- 
sullamento della seguente forma 

( a , n{n — H (**— , n(« — l)(n— i)(n — 3) (n— 4) a’ 
"•■ 7 + 1.2 1.2.3.4.5 

21 G. Quindi se l’a fosse una quantità immaginaria , tal 
che byj — 1 , si vede che quella prima espressione dinotan- 
te la somma delle due formole binumiali proposte risultereb- 
be reale , e della forma 

1.2 i .2.3.4 ‘ 

ed al contrario l’ espressione della loro dilTereuza rarubiMi 
immaginaria , c della forma seguente 

14 
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t» , *[n-l) (w— 2) (w~3)(w-t) 6» 

^ ^ } 

217. S’ intende poi per intnizione , che in questo caso cia- 
scuna delle formole in cui si sviluppa il binomio(jdbAV — ^ j*» 
qualunque sia l’ esponente n , debba essere un’ espressione 
della forma A'iB^ — 1 , ove A dinoti luti’ i termini impa- 
ri di quello sviluppo , che sono quantità reali , e J! tntt’ i 
termini de’ luoghi pari che sono immaginarli , e ne’ quali si 
è cavato per fattore comune il ^ — 1 . E ciò potrà aversi 
come una convenevol continuazione di quanto fu detto nel 
S- 151. 

218. Chiuderemo l’argomento dello sviluppo di un bino- 

mio in serie , indicando la maniera di adoperare la stessa 
formola nell’ esprimere la potenza n di un trinomio, quadri- 
nomio , ed in generale di un polinomio qualunque . Sia di 
fatti a: a 6 -f- c. .. un polinomio da elevarsi alla potenza 

qualunque n : si ponga a-f-i-f-c-f ...=j, prenderà quel 
polinomio , per tal sostituzione , la forma di un binomio 
tal che X -^-y ; ed eseguitosi lo sviluppo della potenza n di 
tal binomio , non resterà poi a far altro , che sostituire ad 

y , y' y 7" 1® equivalenti espressioni 

a-f-ò-f-c-l" ... , (a+0-f-c-^...y , ...y .... 

(a-f i -}■ c -f- ... )” ; le quali si otterranno similmente per 
mezzo delia formola del binomio , adoperando lo stesso ri- 
piego di poc'anzi ; e ciò finchò si pervenga a potenza di bi- 
nomi! . Ma di queste potenze indeterminate di polinomii al- 
trove si avrà occasione di esprimerne la forma generalmente. 


Fine del libro primo. 
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XJBRO SECOXiDO 

DELLE EQUAZIONI DI P, E IP GRADO , 

E 

DI ALTRE RICERCHE CHE NE DIPENDONO. 

CAPITOLO I. 

Nosioiu PKELIMIHARI intorno AU.E EQUAZIONI 
ED a’ problemi. 

2Ì9. Dee. 1. Ogni ricerca intorno a quantiUi ti dice Pro- 
blema . 

220. Def.ii.I 1 soggetto che si ricerca denominasi Qiusito; 
le cose onde tal quesito si dee far derivare si chiamano Dati ; 
ed i mezzi di connessione tra i dati e ’l quesito , cioè la loro 
relazione , o relazioni vicendevoli si chiamano Condizioni 
del problema . 

221. Le cose suddette sono essenziali alla natura del pro- 
blema , anche qualora ne fosse impossibile la soluzione. 

222. L’ arte di chi risolve un problema algebricamente 
consiste , in saperne convenevolmente contrassegnare i dati 
e 1 quesito con simboli ; impiegando , come fu detto nel 

15 , le prime lettere dell’ Alfabeto pe’ dati , che diconsi 
anche quantità note , e le ultime x, j', z, ed anche r, u, v, 
pel quesito , o per quelle altre quantità da cui si può esso 
immediatamente derivare , le quali cbiamansi perciò inco- 
gnite : indi bisogna , che da que’ dati si discenda al quesito 
per mezzo delle condizioni , esprimendo queste in linguag- 
gio algebrico ; il che fatto , si |>otrà sempre quel rappor- 
to, qualunque siasi , che costituisce una condizione del pro- 
blema , ridurre ad uguaglianza , che dicesì Equazione. ' 

223. Def. III. Equazione c dunque ogni condizione di u.i 
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problema espressa in linguaggio algebrico, e ridotta a pareg- 
giamento tra le note , e le incognite del medesimo. 

2‘24. Finalmente conviene maneggiar questa equaiionein 
modo, elle T incognita resti da quelle grandezze che sono no- 
te c.spressa c determinata , il che dicesi Risolvere requazione. 

225. Ed ecco alcuni esempii atti a rischiarare ciò che si è 
detto. 

PnOBLEMA 1. 

226. Dividere un numero dolo in due parti , delle quali 
l unii contenga I altra 100 volte. 

Sì vede chiaramente , che qui il dot^sìa il numero da di- 
videre , il quesito una delle due partì in cui esso vuol divi- 
dersi , e la condizione. , che una di queste sia 100 volle V al- 
tra. Ciò premesso , eccone la 

Soluzione. 

Si esprima per a il numero dato , e per x la parte mino- 
re , sarà r altra parte quanto a — a;. Ma per la condizione 
del problema si esige, che questa parte sia 100 volte la pri- 
ma ; che perciò vi sarà pareggiamento tra a — x e 'I centu- 
plo di a , cioè SI avrà la seguente equazione al problema 
a — X = 100 X. 

Problema 11. 

227. Trovar due nttmeri , de' quali sia dato l eccesso dcl- 
i uno sull’ altro , e I loro prodotto . 

Soluzione, 

Si esprima per a 1’ eccesso dato dell' un numero sull’ al- 
tro , e per A’ il prodotto anche dato di essi ; c chiaro, che 
se il numero minurc si dinoti con x, il maggiore dovrà espri- 
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inersi con a ■\-x: ma tali numeri moltiplicati insieme debbono 
produrre h' ; adunque vi sarà pareggiamento tra (x 4* o 
e b’\ il che darli la seguente equazione al problema 
x’ + ox = b'. 

Fboblema III. 

228. Ritrovar due numeri , de' quali sia data la differen- 
za , e 'I prodotto della loro somma per ciascun di essi. 

Soluzione. 

La differenza data sì dica a , e quel dato prodotto si chia- 
mi P , si esprima poi con x il minore de’ numeri cercati ; 
r altro verrai dinotato da x a : e per la condizione del pro- 
blema dovendo essere P il prodotto delle tre quantità x , 
x-f-a, edx-f.x4‘a,si avrà 1’ equazione 
2x’ 4* 3ox’ -(• o’x =5 P . 

229. 1 precedenti tre problemi potranno bastare per ora 
di rischiaramento a quello che si è detto di sopra. 

230.0r riflettendo sulle equazioni che da essi sono risul- 
tate si osserverà subito tra le medesime la differenza, che in 
quella del problema 1. 1’ incognita x, in tutt’ i termini ove si 
ritrova, ha l’ esponente 1 , mentre nel secondo ritrovasi in un 
termine con 1’ esponente 2 , 0 nel terzo problema anche con 
r esponente 3 ; e potrebbe in altri casi aver pure il 4 , il 5 , 
ed in generale un qualunque esponente n intero positivo. Or 
ciò oostilnisce , come vedremo in appresso , una grandissi- 
ma differenza tra le equazioni pel loro maneggiamcnlo, e tra 
i problemi onde derivano. 

231. Def. IV. Ogni equazione ove 1’ esponente dell’ inco- 
gnita non ecceda 1 1 si dice di primo grado . E si dirà di 
seeondo , di terzo grado , ed in generale del grado n un’ e- 
quazione , se in essa vi sia qualche termme che abbia per 
esponente il 2 , il 3 l'n. 
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232. Def.t. Le eqaazioni di primo grado si dicono anche 
tetuplici , e si chiamano composte quelle di secondo , terzo . . . 
n-esimo grado . E la ragione di ciò si vedrà in appresso . 

233. Def. vi. Per ogni equazione , 1’ espressione alge- 
brica che precede il segno di uguaglianza si dice pròno mem- 
bro deir equazione ; e si chiama secondo membro 1’ altra e- 
spressione che segue tal segno. 

234. Def. vii. Un’ equazione si dice ordinata , se tutt’ i 
termini di essa , che contengono l’ incidila si trovino nel 
primo membro , ed i termini noti nel secondo ; e di piti , es- 
sendo composta , se qne’ termini del primo membro si tro- 
vino collocati secondo l’ordine degli esponenti ddl’ incogni- 
ta , incominciando dal massimo. 

Cotesto ordinamento è fondato sul seguente 

T S O B E M A. 

235. Ogni termine di uri equazione pttò ad atbitrio cancel- 
larsi in un membro , e scriversi neW altro eoi segno cambiate , 
senza che si turbi il pareggiamento. 

Imperocché col cancellarsi in un membro nn termine , vi 
si è venuto ad aggiungere esso stesso col segno contrario ; 
che perciò affinchè non si turbi il par^giamento , bisogna 
che r aggiunzione della stessa quantità si faccia anche nel- 
1’ altro membro , ove verrà quindi a comparir quello col se- 
gno cambiato. 

23G. Che perciò l’ equazione ordinata dalla proposta 
-f ij: -f c = ax' -f- m 
sarebbe ** — tzx* ix = m — c. 

337 . Per mezzo del teorema poc’ anzi dimostrato si vedo 
chiaramente , che può anche tutt’ intero un membro di un’ e- 
quazione distruggersi, facendosi ricomparire nell’ altro co’ se- 
gni cambiati ne’ suoi termini j ed in tal caso 1’ equazione si 
dirà ridotta a zero. 
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Cosi y nel presente caso , la ridotta a zero dell* equazione 
proposta sarebbe 

a:* — a*’ + fcx + c — »i = o. 

238. Bisogna però arrertire, e ciò per evitare nn errore 
ordinario, che quel 0 (zero), che rappresenta il secondo mem- 
bro , non dinota giit che il primo membro sia assolatamen- 
te il puro tùefUe , nel qual caso sarebbe vana ogni ricerca 
su di esso, e nullo il maneggiamento per la risoluzione del- 
le equazioni composte , il quale si esegue d’ ordinario dopo 
una tal riduzione a zero ; ma esso è un simbolo il quale di- 
nota che effettivamente si distruggerebbero tra loro i termini 
del primo membro, ne’casi che per l’incognita x si sostituis- 
sero que’ valori, che sono il quesito del problema d’ onde è 
derivata quell’ equazione . 

139. Con poca riflessione che siasi fatta su i precedenti 
tre problemi , ognuno si sarìi accorto , che nel primo di essi 
si cercava un solo numero, mentre nel secondo , e terzo se 
ne vogliono due ; ma che nel primo vi era una sola condi- 
zione , e negli altri ve n’ eran due : poiché ' cercandosi due 
numeri , ed essendo perciò due le cose ignote , due rapporti 
distinti dovevano anche esservi tra esse e le quantità note . 
Or nelle soluzioni da noi date , avendo rappresenlata con x 
una delle due incognite , cioè uno de’ due numeri cercati , 
ci siamo serviti dell’ una delle condizioni per esprimere l’ al- 
tro numero nel primo, e dell’altra di esse ci siamo poi valu- 
ti per r equazione al problema , dalla quale risoluta, ottenu- 
tosi il valore di un’incognita, presto se ne deriva quello del- 
l’altra, per mezzo dell' altra condizione. Ma se le incognite si 
avessero volato rappresentare 1’ una distintamente daU’allra, 
allora ciasenna condizione avrebbe dovuto costituire un equa- 
zione distinta ; e sarebbero perciò state due le equazioni a 
ciascuno di que’ due ultimi problemi, come due sono le inco- 
gnite in ognuno di essi. 

In fatti sia l’ un de’ ntuneri cercati espresso da x , l’ la- 
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tro (la ^ ; si avrà pel problema II. 

X — J — 1 1® equazione 

xy = b’ 2* equazione 

e pel problema III. 

X — y =: a I * equazione 

x'y-i-y'x — b* 2® equazione 

Ed in altri casi ove le incognite fossero tre , e tre le con- 
dizioni per determinarle dalle note, il problema avrebbe tre 
o(]uazionl ; e così in seguito. 

240. E ciò che qui si è veduto potersi operare neU’un mo- 
do, o iicir altro, talvolta conviene di necessità farlo, ricsccn- 
do inirigatissimo , o anche impossibile a potersi, cammìn fa- 
cendo nella soluzione, esprìmere ciascuna incognita per l’al- 
tra, fino a pervenire ad un’equazione con una sola incognita. 
Che perciò si vede, che i problemi possono condurre* ad una 
sola equazione con una sola incognita, o pure a più equazio- 
ni con incognite anche diverse , altrettante però in numera 
quante sono le incognite ; non potendo esservi compiuta so- 
luzione di un problema , ove non siensi stabiliti tanti rap- 
porti con quantità note , quante incognite distinte vi sono : 
dico distinte , o dissoeie , cioè tali , che I’ una non sia con- 
seguenza dell’ altra . Ciò non ostante , ove avvenga che il 
nnmero delle incognite sia maggiore di quello delle condi- 
zioni , fino ad un certo segno , 1’ Algebra ha fissati i limi- 
ti tra i quali dee contenersi ciascuna quantità cercata , e noi 
in appresso non tralasceremo anche di trattarne. 

241. Der. vili. Chiamansi dcfcrniinott que’ problemi ne'qua- 
li le incognite , e le condizioni sono al numero stesso . E 
chiamasi determinala ogni equazione ad una sola incognita. 

242. E qui vuoisi intendere che le condizioni sieno tra lo- 
ro del tutto diverse , e non già identiche o equivalenti , cioè 
che l’una si possa determinare dall’ altra , o dalle altre, nil 
qual caso il problema avrà sola apparenza di determinalo . 
Dì che sarà ragionalo più appresso. 
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2A3. Def. IX. Che sé poi il nomerò delle incognite si« 
maggiore di quello delle condizioni , allora il problema di- 
rassi indeterminato ; ed indeterminata dicesi poranche ogni 
equazione con dne o piìi incognite. 

244. Def. X. Quella parte dell’ Analisi algebrica , che 
tratta de’ problemi determinati , e del maneggiamento delle 
equazioni ad una sola incognita , o anche a più , quando ab- 
biano luogo ad un tratto tante equazioni quante sono le in- 
cognite che le affettano , dicesi Analisi determinala ; e chia- 
masi indeterminata qneU’ altra ove considcransi le equazioni j 
ed i problemi indetenninati. 
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. CAPITOLO li. 


Della «aniera di appahecchiabb iin’ equazione. 


245. Allorché proponcsi a risolvere un' equazione, o pur 
«he essa risulti , com’ è la sua origine , da un problema 
sciolto coir Analisi algebrica , la cosa alia quale conviene 
far attenzione, prima di adattarvi le regole pel risolvimento, 
si è di convenevolmente apparecchiarla , del che noi tratte- 
remo in questo capitolo . 

246. Le regole da seguirsi a tal proposito sono le seguenti. 

REGOLA I. 

247. Se ne’ due tnentèri di un equazione vi tieno termini st- 
mili , conviene contrarli ; il che si esegue , o ordinando V e- 
guazione , o pure sommando quelli che sono in ciascun mem- 
bra , e poi distruggendo ne due la minor sommai con aggiun- 
gerla ad essi col contrario segno. 

Cosi 1’ equazione 

— 2*’ + 36 = 5x — 7*’ + 24 
si riduce all'altra 

** + ® — 5x' 

che ordinata, e ridotta a zero , diviene 

a;’ -f- 5a:’ — 5a? — 6 = o. 

Similmente V equazione 

x' — ax' -j- ex =s bx -j- f 
si ridurrebbe ad 

— or’ + (c — 6) a: = + f 
o pure , riducendola a zero , ad 

a' — fl.r’ (c — b)x -r f= o. 
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REGOLA li. 

248. St tuli i termini di unequazione sicno moltiplicali pen 
una stessa quantità , bisogna dimdcrli per questa . E se aves- 
sero un comun divisore , conviene moltiplicar per esso l' inte- 
ra equazione. 

Per tal modo 1’ equazione 

a*’ + ka'x' + 5a’a: = a< 
si riduce all’ altra 

-f- 4a*’ + 5o’x = a*. 

E r equazione 

x’ Ao’x* ^ 5a’a> 

m bm cm »»“ 


si riduce alla seguente 




ha’x' 5a’x 


+ 


b ' c m> 

REGOLA III. 


249. Se netermiui dclt equazione proposta vi sia qualche 
fratto irriducibile , nel cui denominatoti vi esista /’ incognita 
deJC equazitne j tulC i termini deW equazione debbono molti- 
plicarsi per tal denominatoti , o per qualche fattone di esso. 
Così se abbiasi 1’ equazione 
a 

X + = ex » 

b — X 

moltiplicando tutt’ i suoi termini per b — x , essa diverrà 
bx' — x’ -p o = cbx — ex' 

cioè ordinandola ne’ suoi termini, e moltiplicando ciascun dt 
questi per — 1, aflincliè il primo termine diventi positivo (il 
che si esige per la risoluzione delle equazioni composte ) 
essa diverrà 

X* — (A + c) x’ -f bcx — a 0 , 

£ nell’ equazione 


n’ — ah' 
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molliplicando i suoi termini per 2cjr —ó' , o pure per 
2/ — c , perchè sTanisse l’ ignota y dal denominatore , essa 
equazione diverrà 



cp 2y' —, 3cy + c* 


che ordinata è la seguente 


2/-3^ = 



REGOLA IV. 


' 250. Se in un’ equazione ordinala composta il prime ter- 
mine si trovi affetto da coefficiente diverso dtdt i, Insogna dir 
ridere V intera equazione per tal coefflcietUe. 


Cosi 1’ equazione ottenuta nella regola precedente ridi;.. 


cesi ad 



E r altra ex* + bx' + rx = m 

. 1 . * . . c m 

diviene — xH xts — . 

a a a 

251. Ma in appresso mostreremo ancora per qual via pos^ 
sa un' equazione di questa forma trasformarsi in un’ altra 
liliera da cocfliciente nel primo termine , e nel tempo stes- 
so da un tal divisore. 


regola V. 


252. Se neir equazione proposta s'incontrino radicali ir->. 
riducibili , che comprendano sotto del loro segno t incognitay 
bisogna liberamela. E ciò si esegue isolando in un membro 
dell equazione uno per volta qiicsti radicali , e poi elevando i 
due membri delia medesima alla potenza dinotala dall' indice 
di quel radicale già isolato. 

Così nell’ equazione 

x’ = y ( o’ — x’) + J 
trasportando il h i\el primo membro , si ha 
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ff* — ht=^(a* — x') 

ed elevando a quadrato ciascun membro essa diviene libera 
dal radicale , e della seguente forma 

X* — iòx’ + i* ss o’ •— a:’ 
cioè , ordinandola , 

— (26 - iy +t’ — a’ ss 0 . 

E r altra equazione 

s 

c\/ x’ -}• a>Jx ss m 

trasportando l’ un de’ termini affetti dal radicale , sia il qna- 
dratioo, nel secondo membro, e poi elevando a cubo diviene 
c^x' ss — ^m'a\jx -f. Za'mx ~ a?x\Jx 
e di nuovo isolando il termine — • (3<n’a + effetto 

dal radicale , e poi elevando a quadrato i dne membri , e 
riducendo , essa si troverà interamente Ubera da’ radicali , 
e della seguente forma ordinata 


^ 2c’o»’^ ^ 3aVn^ 



£ la medesima equazione di sopra proposta si avrebbe an- 
che potuto ridurre in forma razionale col porre xssy*^ nel 
qual caso essa ad un tratto si sarebbe trasformata in 
, «y’ m 

y+J-z::—, 

" c c 

Sìnùbnente 1’ altra equazione 

jr^yJ[ay+y' — a\J (ay — y*) ] 

elevandola a quadrato diviene 

y ~^jr+y — «V («/—/) 

la quale , iaolato il radicale che in questa si contiene , e 
quadrati di nuovo i due membri , e finalmente ordinando , 
si riduce a 2y’ = ay 

cioè 2y a 

253. Le operazioni prescritte nelle due ultime preceden- 
ti regole sono necessarie per poter anche definire il grado 
di un equazione , non polendo questo assegnarsi che so|a- 
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mente quando l’ equazione non contiene T incognita nè per 
divisore , nè sotto a segni radicali . 

REGOLA. VI. 

254. Talvolta si può ridurre un' equazione composta , ri- 
dotta a zero , scindendola in fattori. 

Così l’equazione 

j'* (2c — — Zbcy + b'c = o 

essendo divisibile per^ — b si vedrè scindersi ne’ fattori 
y + 2cjy — he ~ 0 . 
ed y b 0 

Similmente l’ altra equazione 

X* — 2ax^ -f" (2«’ — b')x' — 2a’x + o* = » 
ponendovi a’ 4’ = c’ si scinde nelle due seguenti 

— (a + c)x 4- a’ = o 
ar* — (a — c)x + a* = o. 

255. E ciascun di tali fattori risulta ancor esso ridotto 
a zero ; poiché essendolo il loro prodotto, può ciò deriva- 
re sì dall’ esser tale l' uno cbe 1’ altro faltore.E silibtto scio- 
dìmento è neccssariissimo non solo pel maneggio di tali e- 
quazioni ; ma per ben caratterizzar la natura de’ problemi 
d’ onde derivano , se questi alla Geometria si appartengano. 

REGOLA VII. 

256. Altre volte si può un' equazione composta ridurre per- 
r estrazione di radice. E ciò può anche eseguirsi con prima 
prepararla. 

Così avendosi l’ equazione 

+ 2hx^ + (4* _ 2o>* 2aS’.r — a'b' = o 
se trasportisi il termine noto — a'b' nel 2° membro, e si ag- 
giunga di comune ad essi l’ o* , si avrà 
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+ 24*’ + ***“ “ 2®**’ — *®4‘* + a* = o*(o’ + 6’) 
nella quale il primo membro essendo il quadrato di*’-|'^*-|'®‘> 
ai avrà però estraendo la radice quadrata da’ du|& membri 
*’ 4 . i* — o* = fl y ( o’ -j- 6 ’ ) 

E la risoluzione della proposta dipenderà da quella di que* 
sta ridotta al 2 * grado. 

257. Questa regola si vede essere conseguenza della prece- 
dente , equivalendo essa allo scindimento in fattori identici. 

258. Le regole esposte in questo capitolo sono della mas- 
sima importanza pe’ giovani, per metterli al caso di convene- 
volmente maneggiare un’ equazione ; e la mancanza di esse 
nelle ordinarie istituzioni di Àlgebra mi ha fatto spesso av- 
vertire ne’ loro esami gli equivoci in cui facilmente incorre- 
vano . Il Newton , che nel fatto d’ istituzioni algebriche 
potevasi prendere a modello, ve le ha messe ; nè so intende- 
re perchè in seguito siensi da’ compilatori di siffatti Elemen- 
ti tralasciate. 


y 
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CÀPltOÌ.0 HI. 

Della maniera mi risolvere le eqcaeioni mbtbrminatk 

MI BR1MO GRADO. 


Drorlmma. 

259. Risolvere im'equasione deUrminata di primo grado» 

Allorché siasi ordinata una tale equazione , l’ incognita 
si troverà nel primo membra per moltiplicatore comune di 
tutt’i termini del medesimo (234.) ; che perciò questo verrli 
espresso dall’ incognita moltiplicata nella somma di tntt’ i 
suoi coefficienti ; e quindi , se diridansi ambo i membri per 
tal somma , si vmà ad ottenere il valore dell’incognita ; e so- 
lamente resterà a fare le riduzioni necessarie,ovene occorrano» 

E se H r II 


260. 1. Sìa proposta I’ equazione 

ar + 4»— m ss ex — n 

ordinandola saià 

ax -i» ix — ex ssm —n 

o sia (a i — c) ar = fn — n 

, m—n 

ed X = — . - 

o-f-6 — c 

261. II. L’ equazione proposta sia 

ax bx r p 

b— r= CX + — 

m X s q 


ordinandola sarà 


ax bx n r 

1 ex ~~ 

m n q s 


o sia 


\m n / q r 
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cioè 


c 


an bm — cmn 


)x = £i 


¥ 

(ps — rq)mn 


ps — rq an 4- bm — cmn 

ed a;=- 2; ! = 

qs niH [an -f bm — cmn)qs 

2C2. Ma noi caso proposto nel secondo esempio , e negli 
analoghi ad esso , può il maneggio dell’ equazione rendersi 
più semplice nel seguente modo , cioè : 

Si moltiplichi r intera equazione pel prodotto de' denomina- 
tori de' suoi termini frazionarii , tralasciando sempre que' fat- 
tori di talun di questi, che sono summoltiplici di altri , se pur 
se ne incontrino ; si verranno per tal modo a rendere , coni' à 
chiaro , t numeratori de' termini frazionarii esattamente divisi- 
bili pe’ Corrispondenti denominatori : ed eseguendo tale opera- 
zione , V equazione risulterà libera da fratti. 

Così nel caso proposto nell’ esempio li. , si moltiplichi 
tutta r equazione per mnqs ,, e si eseguano nel tempo stesso 
le divisioni pe’ denominatori rispettivi de’ fratti , si avrà 
anqsx -t* bmqsx -j- mnqr =ì cmnqsx + pmns 
che ordinata , e poi risoluta, come si è detto di sopra , darà 
pmns — mnqr 
anqs -p bmqs — cmnqs 
E se r equazione data fosse stata 

ax bx c 

km' 'Zpn 

sicccome il 4 e ’l 2n , fattori de’ primi due denominatóri , 
sono summoltiplici dell’ 8»’, eh’ è l’altro denominatore ; cosi 
basterà moltiplicare quell’equazione pel prodotto di m', di/>, 
e di 8n’ , cioè per Spm'n^ , e si otterrà la ridotta libera da’ 
fratti 2apn^x + kbm'n'x — Cpm' 

dalla quale si ha 

cpm' 

X = »»■■■■ . , 

’iupn' -p kbm'n' 


IG 
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C A TITOLO IV. 


Del nanecoiahento di piu’ equaeioni di prmogbado con 

ALTBETTANTE INCOONITE , PEB OTTBNEB l ELIMINATA 
DA QUELLE. 


263. Allordièuel risolvere un problema determioalo , io 
, cui il quesito comprendeva più incognite , non si è potuto 
far oso delle condizioni di esso meno una , per pervenire co- 
sì a stabilire con quest’ ultima 1’ equazione finale al proble- 
ma ; ma che ciascuna condizione si è espressa per un’ equa- 
zione separata tra quelle ineognite , le quali equazioni non 
sono perciò , come si vede , equazioni al problema , ma rap- 
porti algebricamente espressi tra le quantità del medesimo, 
da derivarne poi l’ equazione suddetta ad una sola incognita; 
in tal caso è necessario che si conoscano le regolo per perve- 
nire a questa equazione finale . 

26A. Dsf. XI. L’ equazione determinata che derivasi da più 
altre equazioni con altrettante incognite dicesi eliminala ; 
ed il metodo , qualunque siasi , onde si fa di volta in volta 
svanire qualche una di quelle incognite nelle equazioni pro- 
poste , minorandosi corrispondentemente il numero di que- 
ste , si dice eliminazione dell’ incognita. 

265. Da quello che fu già detto nel §.242. si rileva , che 
le equazioni proposte per l’ eliminazione ; debliano essere se- 
parate , o sia diverse fra loro ; poiché in altro caso esse non 
esprimerebbero già condizioni distinte del problema , ma una 
stessa condizione , e ’l problema per conseguenza , mancando 
del numero necessario di condizioni per esser determinato , 
resterebbe indeterminato. 

’* Talvolta ciò si esegue anche potendo dirottamente pervenirsi al- 
I' equazione finale ; perebò in quel modo si agevola la soluzione del 
problema. 
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266. L’ importanza dell’ argomento generale delle elimina- 
lioni, e le dillicollà che s’ incontrano nel cammino per per- 
venire all’ eliminala, ha fatto si che gli analisti si sien mollo 
occupali di esso , d’ onde sono risultali varii metodi più o 
meno conducenti, anzi più omeno praticabili, secondo i ca- 
si diversi ; de’ quali qui per ora si esporranno quelli per 
r eliminazione tra le equazioni di primo grado, escogitati da’ 
primi analisti italiani . 

Metodo per sostitdzione o di trasporto , 

B metodo di pareggiamento. 

. 267. Ho riuniti in un solo articolo questi due metodi , 

r uno che ho detto per soslituzione, e da altri denominato di 
trasporto , il secondo di pareggiamento , per la loro grande 
allinitìi. Il primo di essi consiste io prendere in una delle e- 
quazioni proposte il valore di un’ incognita , come se le al- 
tre fossero grandezze note , e sostituirlo nelle idlre equazio- 
ni , sicché queir incognita venga a disparire . L’ altro in 
prendere in ciascuna equazione il valore di una stessa inco- 
gnita nelle altre , e pareggiar questi valori fra loro. 

£ se le nuove equazioni , che debbono anche essere una 
di meno del numero delle proposte contengano ancora piu 
incognite, si continuerà ad operare nel modo stesso, poc’an- 
zi dello , fino ad ottenere l’ eliminata. 

E S E M F I I 

2C8. I. Equazioni date 

’* Per simmetria di calcolo , i coefllcicnll della stessa iacognita nelle 
diverse eq^uazioni soglionsi segnare con le stesse lettere, all» quali 
por distinguerle si afliggoiio le vitgolcUe dette apici , come lo musica 
questo esempio , ed i seguenti. 


ax b y = c 
a'x + b'y = c' 
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a 

e'— A'/ 


e — hy 

Dalla prima equazione si ha a; ~ — ^ e questa espres- 
sione della X nella y e nelle quantità note o , A , e sostituita 
nella seconda equazione darebbe l’eliminata in y 

cioè ( oA' — a'b')y =ac' — o'c 

che risoluta dà y = r, 

•' ab' — ab 

dal qual valore della y si otterrà poi , per mezzo della so- 
stituzione di esso nell’ espressione di sopra trovata per la x, 
anche il valore di quest’ altra incognita. 

0 pure si risolvano le due equazioni per rispetto alla x y 
o alla y ; sia per rispetto alla x , si avrà 

dalla n x=z- ^ 

dalla 2* 3 

a' 

che perciò dovendo la x avere lo stesso valore nelle due o- 
quazìoni , si avrà col pareggiamento di que’ secondi membri 
la scguenle eliminata 

c — by c' — b'y 

a a' 

elle maneggiata convenevolmente , darà come poc anzi 
nc' — a'c 
^ ab' — a'b 

Ed ottenuta l’ incognita y è facile vedere che resterà de- 
terminata la X, con sostituire il valore della/ nell equazio- 

c — bv c' — b'v 

Dcx—- ■— o nell altra. • 

a a' 

209. II. Siene 

a X ^ b y c z — m 

a' X + b' y c' z = m' 

a"x -t- b"y + c"z = m" 
tre equazioni proposte con tre incognite x , y ^ . 
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Si prenda in una di esse , nella prima , il valore della 

jjjj' è ™ — , il quale si sostituisca in ciascuna delle 

a 

altre due , che diverranno perciò 

^ i'y + c"3 = I»" 
a 

nelle quali vi sono le sole incognite _^,z, e da esse si potran- 
no ricavare, come nell’ esempio precedente, i valori iif, 2 ; 

tn — by — ex 

e per mezzo di questi , e dell’ equazione 2 = ^ 

quello della x. 

0 pure si prenda in ciascuna di quelle tre equazioni il va- 
lore di un^ stessa incognita 2 , si avrà 

4 

1 1l . ”* — 

dalla 1* — 


dalla 2« 


dalla 3* 


m' — 6'y — o'x 

X =: 

a' 

m" — b"y — c"a 


i quali valori pareggiati tra loro daranno luogo alle duo e- 
quazioui in x yjr , cioè 

m — by — cz to' — b' y — c' s 
a a' 

m — by — cz m" — b''y — c”a 

a a" 

dalle quali si avranno poi, col metodo stesso, i valori di 
e quindi quello della x. 

270. Senza moltiplicare esempli , c evidente il progresso 
dell’ operazione per ottener 1’ eliminala da un qualunque nu- 
mero di equazioni ; e solamente conviene avvertire , che ncl- 
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l’eseguire i pareggiamenti delle diverse espressioni dd valore 
di un incognita, conviene sempre scegliere , nel pareggiarne 
due, quelle cbc posson condurre all’ equazione più semplice. 

271 . Che se nelle equazioni proposte , o in alcuna dì es- 
se , non vi si contengano ad un tratto tutte le incognite , in 
tal caso non fa bisogno di nuove regole pel maneggio delle 
medesime ; ma anzi le operazioni prescritte di sopra gene- 
ralmente divengono più facili. 

Cosi so r equazioni proposte fossero 
a X ^ b y =z m 
a' X -f. c' a = m' 
b"y + c"3 = m" 

Eliminando la x dalle due primo equazioni , si avrà la 
seguente equazione in ^ e z 

ma' — ba'y = am' — acft 

la quale combinata colla terza delle proposte darà i valori 
per^ I z > e quindi poi quello della x, 

Mbtodo d’ inseeihbnto. 

272. Sieno di nuovo le due equazioni con due incognito 

n ar -f- by — c 
a'x 4- b'y = c* 

egli c chiaro , che se fossero uguali i coefficienti a , a' della 
X , o pur quelli b , b' della j , allora si potrebbe ottenere 
r eliminata in^ , o in a; con la somma , o sottrazione dello 
equazioni proposte , secondo che que’ coefficienti uguali si 
trovavano essere di contrario segno , o pur del medesimo. 

Così supponendo a=a' , e positivi tali coefficienti , si a- 
vrà , per la sottrazione dell’ un’ equazione dall’ altra 
(A — b‘)yz=c — c' . 

Or è chiaro , cbc si potrà anche far uso di questo metodo 
per ottenere I’ eliminata ogni qual volta , essendo disuguali i 
coefficienti di una stessa incoguita , le equazioni proposte si 
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Apparecchino per tal modo da farli dWenìre ngnali. 

273. 11 primo mezzo che si offre per ciò è evidentemen- 
te quello d’ introdurre, per fattore, il ciascuna equazione il 
coefficiente dell’ incognita da eliminaBi nell’ altra : così le 
equazioni proposte , operando in esse per eliminar la a; , 
prenderanno la forma 

aa!x + ha'y ss cd 
aa'x ^ ab'jr = ac' 

che per la sottrazione di una dall’ altra daranno la seguente 
eliminata inj' 

( io* — ab' ")y ss co* — oc*. 

£ se si fosse voluto fare svanire la ^ , la forma di quelle 
equazioni sarebbe stata la seguente 

ab'x -J- ii*y =c d>' 
ba'x -J- bb'y = bd 
e r eliminata in x sarebbe 

{ab' —ba')xz=cb' ^bd 

274. Che se le equazioni proposte fossero stale tre , co- 
me nel §. 2C9 ; in tal caso si eliminerebbe la x col metodo 
poc’ anzi esposto tra esse equazioni due a due , cioè com- 
binandone una con ciascuna delle due altre : si avranno per 
tal modo due equazioni in^, z, che trattate similmente con- 
durranno a’ valori delle tre incognite.E lo stesso si pratiche- 
rebbe ne’casi che fossero quattro o più le equazioni proposte. 

275. Il metodo esposto finora ne’ numeri 273, 274, seb- 
bene agevole pel suo andamento , contiene però in se un in- 
conveniente rimarchevolissimo in alcuni casi , quello cioè 
d’ introdurre fattori superflui nelle equazioni sulle quali si 
opera 1’ eliminazione, i quali , principalmente trattandosi di 
equazioni letterali , rendono V eliminata assai implicata , e 
soggetta a riducimenti non sempre facili a ravvisarsi ; e ciò 
dipende da che per rendersi uguali i coefficienti di quell’in- 
cognita che si vuole eliminare , bastava moltiplicare l'un di 
questi per un fattore solo d<d coefficiente dell’ altra- 
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276. Ad evitare tal ÌDConvcnicnte , si è cercato di andar 
dritto a rinvenire questo fattore , che biso{;na introdurre in 
un' equazione , perclii il coefficiente dell’ incognita dì que- 
sta che vuole eliminarsi, divenghi uguale a quello della stes- 
sa in un’ altra equazione ; il che ha dato luogo alla seguen- 
te modificazione del poc’ anzi esposto metodo. 

277. Sicno o « 4* l>y = c 

a' X h'y = c' 

le equazioni proposte ; c dinoti n quel fattore da introdursi 
nella prima, perchè volendosi eliminata la x dalle due equa- 
zioni sia un = a': si avrà per quella prima equazione 1’ altra 
anx -J- bny = cn 

dalla quale sottratta la seconda risulterà 

(on — a') a: -j- {bn — b')y = cn — c'. 

Ma la an=a ' , e quandi n ; ove il fratto -^si suppo- 

ne ridotto a minimi lermini . Adunque per tal sostituzione 
svanirà efi'ettivamente I’ espressione in x , e si avrà 1’ elimi- 
nala in^ della seguente forma 


C—-b')y=^f^-c' 

\ a y a 

cioè (ba' — o^')y — co! ■— ad 

eh’ è precisamente la stessa ottenuta di sopra ('273.) 

Che se n fosse stato quel fattore che doveva rendere ugua- 
li i eoelficienlì della per dare 1’ eliminata in x , allora sa- 


rcblie stato hn — 4's= o, ed n = — ridotto a minimi termini. 

b 


278. Or quando fossero tre le equazioni e le ignognite, conte 


ax-{-hy-^-cz=rm 
a'x -f- b' y 4- c' s =: ro' 
b"y 4- c"s = m" 

8 incomincerebbe dall’ introdurre in una di esse il fattore n, 
nella prima per esempio; ed in ua’ altra il fattore k , che sia 
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la seconda , c poi da ciascuna di queste si sottrarrebbe la 
terza ; si avrebbero per tal modo le due equazioni 
(o n — a")x + (6 n — b"')y + (c n — - c")z s= mti — m" 
{a'k — a")x + {b'k — b")y + (c'A — c")z = AW — m" 

£ volendo ebe in queste scomparisca la x , rimanendo cosi 
due altre equazioni in^ , z , bisognerà ad un tratto suppor- 
re an — a"— o , ed a'k — a" = o, le quali equazioni da- 
o” a" 

ranno per « , A i valori — » — > eli® sostituiti in quelle e- 


quazioni rispettivamente , daranno le ridotte in ^ , z , dalle 
quali poi si passerà all’ eliminata in una di esse solamente. 

E ciascun vede quel che dovrebbesi &re , volendosi in 
quelle equazioni eliminare la y., o pur la z, in vece della x . 

279. Fotrebbesi anche, dopo aver introdotta nella prima 
il fattore n , e nella seconda l’ altro k , sommar queste due 
insieme, e sottrarne poi la terza, sicché si abbia l’ equazione 
(oii-j-o'*— a")a:-|-(6ii-l-6'A — c")z = — m". . , 

e supponendo ad un tratto che sia 

an q- a'k ^ a" = o 
bn -f- b'k — b" =0 


col maneggio di queste due equazioni si avranno tali valori 
per le incognite n. A, che sostituiti nell’ equazione M fareb- 
bero svanire i termini affetti à& x,y , e resterebbe un’ c<|ua- 
zione nella sola z , che darebbe il valore di questa incognita. 

Ed ognun vede bene da se quello che sarebbe stato uopo 
fare, per aver tale equazione nella sola x, o pur nella sola j*. 

280. Dal detto ne’due precedenti numeri sarà agevol cosa 
rilevar la regola da seguire , per applicar questo metodo di 
eliminazione a quattro equazioni con quattro incognite, o an- 
che a ma^ior numero di equazioni con altrettante incognite. 

181 .Ed un tal metodo si potrà anche convenevolmente u- 
sare nel caso di più equazioni con altrettante incognite , le 
quali però non si conlcngliino tutte in ciascuna equazione , 
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come per la forma più generale di esse si è snpposto aver 
luogo negli esempj recati di sopra. 

282. Considerando attentamente i valori che risnltano per 
le X, y dalle due equazioni del §.268, i quali sono i seguenti 
ic* — c6* ac' —col 

“-~ab'^ ba' ’ ^ “* aò'-ba' 

e gli altri che per le x ,y , » si hanno dalle tre equazioni 
del §. 269 , che sono 

+ (Ac' — b'c)m" -f- (bm' — i'm)c" — (cm' — c'm)b" 

* = {ab' — a'by — (ac' - a!c )b“ + {be' — b'c )a" 

— (ac' — a'c)m"+ (am' — a'm)c" — (cm' — c'm)a" 
y — {ab' — a'b)c" — {ac' — a'c )b" + {be' — b'c )a" 
+(ai' — a'b)m"+ {am' — a'm)b" + {be' — b'c )a" 

‘ ~ {ab' — a'b)c" — {ac' — a'c y>" + {be' — b'c )a" 

sarebbe agevol cosa rilevare la regola psr comporre tali è- 
’sprcssioni , senza aver bisogno di effettuare il calcolo ; da 
aver essa luogo anche quando non avvenga , che le equazio- 
ni proposte aleno compiute per rapporto al numero delle in- 
cognite , ove si abbia però 1’ avvertenza di supporre in cia- 
scuna equazione l’ incognita mancante come affetta dal coef- 
ficianle zero. Ed una tal regola che il Maclaurin diede in 
due teoremi nel suo Irallato di Algebra potrebbesi di leg- 
gieri estendere a più equazioni con altrettante incognite . 
Ma il Bezout posteriormente altra ne diede più acconcia e 
più generale , eh' è la seguente 

REGOLA BEZOUTIANA. 

Per calcolare lutti una volta , o separatamente i valori del- 
le incognite, che risultano da altrettante eguazieni di primo 
grado letterali , o numeriche. 

Pag.86 ed 87 della versione francese. 
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283. Sia un numero d’ incognite a .... eoo altrettan- 
te equazioni , ed i coefficienti di ciascuna di esse nelle di- 
Terse equazioni ridotte a zero sieno rispettiraineDle a, a! , 
a" , ... per x •, b , b* ,b" , ... per^ ; c , c* , c" , ... per 
z .... ed m , m' , m", ...i termini noti. 

1*.S’ intenda il termine noto in ciascuna equazione ridot- 
to nel primo membro , e moltiplicato anch’ esso per un’ in- 
cognita t ; e di tutte quelle incognite , e di questa si faccia 
ad arbitrio la combinazione xyzt y purché però una volta 
combinate con 1’ ordine che si vede, si conservi questo sem- 
pre lo stesso. 

2**. Ciò posto si sostituisca io quel prodotte , di volta in 
volta , invece di ciascuna incognita il suo coefficiente nella 
prima equazione , e cambiando il segno ne’ termini di luogo 
pari , si otteni per tal modo 1’ espressione 

ajrzl — bxzt -J- cxjft — mxyz 
che diressi prima linea 

3°.Indi in questa prima linea cambiisi ciascuna incognita 
ad suo coefficiente nella seconda equazione, tenendo pe’ segni 
la stessa regola poc’ anzi data, sicché abbiasi la seconda linea 
(ab' — a'b)zt — (ad — a'c )yt -f- (am' — tdmyyz 

-p (bd — b'c)xt — • (bm ! — b'm)xz (cm' — . dmì)xy 

4*. Similmente in questa seconda linea si cambii ciascu- 
na incognita nel suo coefficiente nella terza equazione , cioè 
la X in a", la y in b", la z in c", e la < in m", continuando a 
riteaere la stessa regola pe’ segni ; si avrà la terza linea 
[ (ab'—a'by — (ad ^a'c)b" +(bd —b'c)a" ]t 

— [ (eA'—a'b)m" — (am'—a'm)d' + (bm'—b'm)a" ]s 

-1- [ (oc* — o'c)m" — ■ (am/ — a'm)d' (cm/—dm)a" ~]y 

— [ (bd—i'c)m" — (bm' — b'm)d' + (cm'—dm)a" ]x 

'* Per render più chiara l' esposizione della presente regola i coeflì- 
cienti delle x, y , z , I prendonsi tutti come alTetti dal sogno -f- ; men- 
tre se ve ne fossero anche afletti dal — basterà, nel termine ov' entra 
un tal caerficiente , cambiare il segno nel contrario a quello che risul- 
tava dalla regola. 
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c così continncrebbcsi innanzi , se il numero delle equazio- 
ni c delle incognite fosse maggiore di tre , fino ad ottenere 
per un’ ultima linea quella il cui ordine è dinotato dal nu- 
mero delle equazioni. 

5°. Ottenuta quest' ultima linea , che nel presente caso à 
la terza di sopra espressa , si otterrà da essa arbitrariamen- 
te il valore di quell’ incognita che si vuole , dividendo il 
coefficiente di questa ( che perciò trovasi nelle precedenti 
linee fatta la riduzione di tutt’ i termini ove una stessa inco- 
gnita è fattore comune ) per quello che in questa stessa ul- 
tima linea si trova appartenente all' incognita introdotta . 
Sicché, nel caso presente si avrebbe 

— [ [b(f — Ve]m" — (6m' ■ — ì/m)d' -f- (cm' — c'iti)!»" ] 

* “ (oò» — a'bìe" — (oc' — afe ]b" -f- [be' — Ve )o" 

-f [ (ae' — a'e)m" — (am' — afm)e" -f- (cm' — c'm)a" ] 

^ ■“ (aV — a'i)c" — (oc' — o'c )6" + (be' — Ve )a" 

— [ («y — a'6)m" — (am' — o'm)!i" + (6m' — ^mlo" ] 

* “ (qV - a'b}e" — (aV — o'c )!i" -f- (ftc' — Ve )a" 

384. Il metodo esposto in questa regola ha anche il van- 
taggio di poter dare assolutamente quella delle incognite che 
si vuole ; facilitandosi in tal caso il calcolo delle diverse li- 
nce soprindicatc. Poiché in questo caso non bisognerà con- 
servare in ciascuna linea che solamente que’ termini in cui 
contiensi l' incognita che cercasi , e l’ incognita introdotta. £ 
Volendo soltanto i valori di due incognite x , y senza tenet 
conto delle altre, si terrà solamente conto di que’ termini , 
ov' esse e la ( s' incontrino ; e cosi in appresso. 

285. È ora necessario far vedere, che la regola data di so- 
pra regge ancorché nelle equazioni proposte non si trovino 
in ciascheduna tutte le incognite . 

Sieno {lercìò le equazioni 

ax -J- by -J- m = o 
a'x c' z -f- m' =0 
^"y + + m" = 0 
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StaLiliscasi n prodotto xyzt , introdncendo per moltiplì. 

' catore delle tu , m', m", la nuora incognita ( ; e poi da quel 
prodotto ricavisi la prima linea 

ayzt — bxst — mxyz 
Pa questa ottengasi la seconda linea 

— atfyt -|- am'yx — balzt bcfxt — bm'xz — u'myz — c'mxy 
o pure , nell’ altra forma, 

— oe'yt + ( am> — a'm]yz— ba'xt + bcfxt — bm'xz — e'mxy , 
e quindi la terza linea 

— ac'b"t + ae'm"y + ( am' -i» a'i» )b('z — { am' — o'm) e"y 

— tt'bc"t + a'bmf'z — btfmf'x 6m'c"®+ V'mc>z 
o pure ridotta a 

— ( atfb" + a'bef' )t + [ [amf — a'm]V + a'bm" ] z 

— [ (am* — a'mìe" — ae'm" ]y + [ («'et* — m"e')b + b"c'm ]» > 
dalla quale si ha 

— r (m'6"—m"cy+b"c'm 1 

* “ flc'i" + a'ic" 

(am' — a'nì)c" — acfm" 

^ "■ àc'i" + a'bc" 

_ — [ (am'— a'my-k-a'bm" ] 

che sono i valori di esse incognite tali quali sarebbero risul- 
tati con qualunque altro degli esposti metodi di eliminazio- 
ne; e che soddisfano alle tre equazioni proposte, ed al pro- 
blema ond’ esse derivano. 

286 .Per maggior esercizio nella presente regola proporre- 
mo il seguente esempio di equazioni a coefficienti numerici . 
Sieno le quattro equazioni 

2ti + 3a? — 8 = 0 
3u■^^2Jr — 9 = 0 
Ax -f- 3z — 20 = o 
2j.'-f z — 10 = 0 

Formato il prodotto vxyzt , la prima linea sara 
2xyz( — 3uyzl — Suxyz 

la seconda linea 
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— kxzt +18j^ì — 9jit + 6«<-27«^z— 24xj'z— I6uj* 
0 pare 

6:;^*— 9/zT + 6uzr — 21uyz — 16uxz 

la terza linea 

— 16zt + 12art + 80xz -- ’lhjz — 18^ + 27j'i + 180/z 

— 18ut — 120itf— 81wy + 64i«— 18«4 jc. 

o pure 

— I6z< + 12x<+ 80ZZ+ 156/z— \%xy + 27jrr— 18«t 

~ 56uz — 81uy — 48uz 
£ finalmente la quarta linea sark 

38t + 152a + 114^ + 76z + 38u 

38 76 114 _152 

dalla quale ai ricava « s= >^^”38 ’ * "* ^ 

cioè tt = 1,»c=2,y=3,z = 4. 
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CAPITOLO T. 

OaSEKTAZIONl SOFIA ALCUNI CASI DELLE ELIKINAZIONIà 


287. Se nel cercar V eliminata di piìi equazioni con allreU 
tante incognite avvenga che una di queste risulti zero , ciò 
indicherà che una delle equazioni ad arbitrio possa soppri- 
mersi , essendo compresa nelle altre 

Cosi le equazioni proposte essendo 

2* -f Aj' + 5z — 22 s= o 
3* + 5y + 2z — 30 = o 
5xd-^~t*Az — 43=:o 

ae con qualunque de’ metodi esposti eseguasi l’ eliminazione^ 
trovandosi esser zero la z , esse ridnrrebbersi a 
2ar + A^ — 22 = 0 
3x + 5jr — 30 s= o 1 

5x -f (y — 53 s 0. 

Ed è facile accorgersi che sommando le due prime e sot- 
traendole dalla terza si abbia subito^ = 3. E lo stesso se la 
seconda si fosse sommata alla terza e poi sottrattone il qua- 
druplo della prima ; o pur sottratta la prima della terza , e 
di nuovo dal risultamento la seconda . Il che ben indica es- 
ser ciascuna, come si è detto , conseguenza delle altre due . 

288. Ciò che si è detto risulterà, adoperando la regola del 
Bezout , dallo svanimento di un’ incognita in qualche linea . 

Cosi nelle equazioni di sopra recate avendosi per prima 
linea 

Zjrzt — Uxzt -f- 5xjt -f- 22^z 

per seconda 

— 2zt -f- 1 — 17x< -f- 10x2 — 106:^ 
e finalmente per terza 

— 27t — 81/— 135x 
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0 T 6 non trovasi p!b la z ; dovrà questa risaltare espressa da 

0 

— ~ , e però zero. 

389. Un caso più rimarchevole nelle eliminazioni è quan- 
do nel corso delle operazioni che si fanno per giugnere al- 
r eliminala , si perviene ad equazioni identiche ; di tal che 
il loro numero si restringe ad una. In tal caso siccome restano 
indeterminali i valori delle incognite in questa tale equazio- 
ne, similmente indeterminato dovrà essere il problema d’ on- 
de sono tratte quelle equazioni connesse o socie con le altre. 
E si verrà in cognizione del grado d’ indeterminazione del 
problema , ossia delle condizioni deQcienli, dal vedere quan- 
te sono le iucogoite contenute in ciascuna di quelle equazioni 
identiche di cui si è detto . Di tal che se le incognite sien 
due , il problema mancava di una sola condizione , ed era 
perciò indeterminato per un grado ; se tre , mancavano al 
problema due condizioni, e cosi in seguilo. Ma su di ciò si 
ritornerà in appresso , nel trattar de’ problemi , e delle e- 
quazioui indeterminate ” ; e per ora basterà in rischiaramen- 
to del fin qui detto il seguente 

Esempio. 

290. Sienolc seguenti tre equazioni 

2x -|- 3y 5z 6 o 
2z-j- 5=o 
lOj; -j- -f- 14z -{- 32 =0 

nelle quali la terza evidentemente non è un’ equazione sepa- 
rata , ma connessa con le altre due , derivando dalla somma 
di queste , di cui è il doppio. 

Maneggiando tali equazioni con un de’ metodi esposti di 
sopra , si troverà , che eliminandosi la x dalla prima c se- 

Nel voi. II. del preienle Cono. 
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conda di esse , perviensi ad ayere l’ equazione 
7^-|-1l3 + 8= o 

e similmente eliminando la stessa incognita tra la seconda e 
terza, se ne ottiene una identica alla precedente ; il clic di- 
mostra r indeterminazione per un grado del problema cui 
corrispondono quelle tre equazioni. 

291. Trattandosi le «{uazioni proposte colla regola del 
Bezout , si conoscerà che resti indeterminato il problema , 
allorché diviene zero qualche una delle linee del medesimo, 
e si conoscerà di qual grado d’ indeterminazione esso sia , 
dal vedere quale linea è quella che risulta identica ; di tal 
che essendo 1’ ultima , sarà esso indeterminato per un gra- 
do , per du^ se sia la penultima , c così in seguito. 
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CAPITOLO TI. 

CoNSIDKIIAZIONI CENEHALI SU 1 PROBLEMI , E SUL MODO 
PI ALGEBRICAMENTE RISOLVERLI. 


292. Quantunque nel capitolo I. già siesi della alcuna co- 
sa intorno a' problemi ; e che da que’ pochi semplicissimi ivi 
addotti , per rischiarar le dottrine che concernevano essi e le 
equazioni che ne derivano , si potesse rilevare il modo da 
tenere per algebricamente risolverli, pure non è fuori propo- 
sito di qui ripigliare un tale argomento , affinchè più distin- 
te divengano le nozioni su di esso , come ad un libro elemen- 
tare si conviene. 

293. Def. XII. Un problema si dirà algebricamente riso- 
luto , se ( essendosi convenevolmente contrassegnate le note 
e r incognita di esso ) con la guida del]p sue condizioni siesi 
ottenuta un’ equazione algebrica tra quelle e questa. 

Poiché risoluta una tale equazione co’ metodi ordinar] , 
la quantità ignota del problema risulterà determinata dalle 
note del medesimo. 

294. E da ciò si vede, che la risoluzione algebrica de’ pro- 
blemi sia interamente riposta in quella delle equazioni cui 
essa riducesi , di tal che segua del tutto la natura di que- 
ste , e la suscettività ad esser risolute . £ però un problema 
si dirà dello stesso grado dell’ equazione ridotta alia quale 
si è pervenuto risolvendolo ; e la soluzione di quello sarà 
sempre della stessa specie che quella di questa. 

295. La difficoltà della soluzione algebrica di un proble- 
ma sarà maggiore se più intrigato sia il nesso che lega le in- 
cognite alle note , e però più difficile riesca il traducimen- 
to delle condizioni in espressioni algebriche. E più ordina- 
riamente ancora se maggiore sìa il numero delle cendizio- 
Eì di esso. 
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296. Per ottener dunqae quello svilappe che nella prece- 
dente definizione si è stabilito per la soluzione dina problema 
conviene che l’ analista : 

r. Stabilisca lo quantità note , e l’ ignota o le ignote di 
esso contrassegnandole con lettore dell’ alfabeto , nel modo 
che fu detto nel t5. ; nel che v* ha bisogno di una certa 
sagacia ed espertezza , da sceglier l’ignota per modo che più 
agevole riesca il cammino per pervenire all’equazione, e que- 
sta he risolti delhi forma più semplice . 

ir. Riduca in espressioni algebriche i rapporti cbe lega- 
Bole ignote alle note, e cbe, come si è detto, costituiscono 
k condizioni del problema. 

111*. Indi per mezzo di esse cerchi compiere un par^gia- 
mento che costituisca l’ equazione al problema ; il qual pa- 
reggiamento potrà dedursi e daH’uguagliare un tutto alle sue 
parti , o dichiarando uguali due diverse espressioni della 
stessa cosa , o passando da una proporzione, sia aritmetica, 
sia geometrica , ad equazione. 

297. Che se avvenga di poter trarre dalla soluzione di 
qualche problema una formola generale , ^dlora si otterrà da 
questa il mezzo da risolverne tanti altri analoghi ,con la sem- 
plice sostituzione in essa de’ dati di quel problema specia- 
le che sarà proposto. 

Ed eccone di tutte le suddette cose.!’ applicazione ne' se- 
guenti psoblemi. 

Frobluiia L 

298. Tre donne portano ognuna un cesto con uno stesso 
numera di poma , ed incontrandone nom altre, ciascuna delle 
tre dà ad ognuna delle nove lo stesso numero di poma dal sito 
cesto , ed in (Ine trovansi quelle e queste avciv lo stesso nu- 
mero di poma per ognuna. Si dimanda che parte delle poma 
che aveva ha ciascuna delle tre data a ciascuna delle nove . 
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Soluzione. 

Dalla stessa espressione del quesito del problema si rllcra 
che r iocognila a stabilire per esso sia quel numero stesso di 
poma , che ciascuna delle tre ha date a ciascuna delle nove , 
c però esso indichisi per x . E poiché ciascuna delle tre 
donne ha dato a ciascuna delle nove il numero x delle sue 
poma, avT'a ognuna di queste conseguito il numero 3x di po- 
ma , mentre ognuna delle tre si troverà aver minorato il nu- 
mero delle sue di 9x di poma ; e quindi, supposto che già no 
avesse il numero dinotalo da a , gliene rimarrebbero a — 9x. 
Ma per la condiiione del problema un tal numero dee esser 
quanto quello che ciascuna delle nove ha ricevute , cioè 3x. 
Adunque 1’ equazione al problema sarà 
3x r= a — 

cioè 9x 9x — a 

a a 

^ ~ T+T ~ ^ 

11 qual risuUamento evidentemente verifica il problema ; 
poiché a ciascuna delle prime tre donne rimarrebbe il nume- 
ro di poma “ ~ ® precisamente quello che 

ne avrebbe ricevuto ciascuna delle nove. . . 

;299. E se invece di esser 3 le prime donne , e 9 le secon- 
de, il numero delle prime fosse generalmente espresso da m , 
e quello delle seconde da n; il numero dinotante la x sareb- 
be risultalo espresso da — - — . D’ onde può rilevarsi ge- 
ni -|- n 

ncralmente , che ; 

Se un tutto a sia diviso in tal numero di parti uguali , ste- 
chi abbiasi il numero m di queste uguale all’ eccesso di quel 
lutto sul numero n delle stesse ; ciascuna di tali parti dovrà 
esser rappresentata dal tutto a diviso per m -f n . 
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P B O B L E M A II. 

300. 1/n padre lascia a quallrò suoi figli uri eredità a con- 
dizione , che il primo abbia il numero a ducati più del secon- 
do , questo abbia b ducali più del terzo , e similmente costtd 
abbia c ducali più del quarto. Si cerca la parie dell' eredità 
toccata a ciascuno . 


Soluzione. 

Frendendo per ignota la parte del primo figlio, c dinotan- 
dola con X , fe evidente che verrà espressa 

la parte del 8^ da x — a 

quella del 3“ da ( j — a ) — b 

e r altra del 4° da ( a: — a — h ) — - c. 

Ma debbono tutte queste porzioni comporre V intera ere- 
dità , che essendo data potrà indicarsi per A . Adunque 1’ e- 
quazione corrispondente al problema sarà 

— a)-|-(a; — o) — b x — a — b) — c~ h 
cioè hx — 3a —m2b h 

dalla quale ottiensi immantinente il valore della x . 

301. È facile rilevare dalla precedente soluzione , e dal- 
r equazione cui si è pervenuto , che : 

Se le parti di un tutto , dinotante nel caso presente T eredi- 
tà , fossero state al numero n , superaniisi successivamente per 
a^b, c, d, . . . , r equazione risultante sarebbe stala 
nx — (rt — 1)a— (rt — 2)b — (n — 3)c — (n — 4)d . . . = A 

dalla quale rimangono risoluti tutt’ i problemi analoghi al 
proposto . 



analisi algebrica 
PROBLEMA III. 

302. ÌJi%a persona avendo nel suo scrigno una somma di 
denaro , ne ha impiegata una data parte in un anno al suo 
mantenimento , ed accresciuto il rimanente del 5. per 100 ; e 
così avendo continuato a fare per altri tre anni, dopo scorsi i 
quattro anni ritrova avere nello scrigno la metà di quella som- 
ma che aveva da principio. Si vuol sapere quale questa fosu , 

Soluzione, 


Indioando Ul somma ignota per x , per a quella impia- 
gata nel primo anno , l’ avanzo sarebbe stato x — a , cho 
accresciuto del 5 per 100 , cioè della sua parte ventesima, 
àk pel denaro rimasto nello scrigno 

iopoUV^.anno . . . x — a)-| te — 

' ' ^ 20 20 ' ' 

dal quale delraendone nel secondo anno la quantità a , si 
ridurrà a ■ (x— o) — o, ebe aumentato della parla 

Tcntesima farà conservare nello scrigno 

20+A_ , ,20+t 


topo U 2°. unno , 


20 


a 


20 ( 20 + 1 ) 


20 * 


(x- 


(x_«) _ a +l^(«_a) — 

, 20.tt . 20+1, . a 


{20 + 1 )* 20 + 1 
(x — a) a 


20 * ' 20 
E però eonsumatane la parte a , ed aumentato il residuo del 
ventesimo , si troverà rimanere nello scrigno 

dopo il anno . . -a)-^^-^-^a - a 


20 * 


20 


I (ao+i)y . (20 + 1) n 


cLe riduceade divicue 


20 * 


20 * 


20 
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20 * 20 * 20 
£ similmente operando si troTerà esistente nello scrigno 


dopo il 4®. anno , , . (* — ®) ■ 


(80+1)*. (20 + !)• 20 + 1. 


20 * 


20 * 


20 


La qual somma doTendo, per la condizione del problema, pa- 
rcggiare — x , darà l’equazione al medesimo, dal risoWirnen- 

to della quale si otterrìi il valore della x. 

303. Il progresso dell’ operazione eseguita pe’ quattro an- 
ni , e per la parte ventesima di aumento del residuo annua- 
le, continuando ad esser sempre uniforme , e la legge con la 
quale procedono i termini del risnltamento essendosi resa 
chiara da’ primi quattro anni pe' quali si è eseguila , si po- 
trà stabilire generalmente , che per un numero m di anni , e 
per la parte n di cui si accresca annualmente ciascun resi- 
duo , la formola da stabilirsi debba essere 



per mezzo delle quale si potranno risolvere molli problemi 
affini al precedente. 

304. E volendola ridurre in nn convenevol teorema, potrà 

questo cosi enunciarsi. - 

Se da un littto tolgasi una data grandezza, ed al residuo si 
aggiunga la parte n di esso : e presa tal somma per un nuovo 
tutto vi si operi nel modo stesso, e cosi successivamente pel nu- 
mero m di volte ; dovrà ottenersi per ultima quantità quella 
che si è di sopra espressa. 

305. Ma la precedente formola è suscettiva di un’assai fi- 
legante simplificazione. Di fatti essa riducesi ad 


)■+ (■+)■■'+ 
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che poDcndoTÌ 


n + 1 
n 


= b trasmutasi io 


b-x -—ab{b’^' + 6 "”- + 6 "-’ + i-- « 
ore la serie nel vincolo costituente il secondo termine risol- 
b" — \ 

( 86 .es. II.). Laonde quella formula diviene 


ta da. 


i"x- 


— 1 
i — 1 


ab 


E questa eonverrà adoperare ne’ casi ove sarà bisogno. 

306. Può in questi casi la formola suddetta pareggiare 
una parte del tutto da rinvenirsi , come nel problema si è 
supposto , o pure una quantità nota j c potrebbe egualmen- 
te esser noto il tutto , e cercarsi la parte da togliersene di 
volta in volta ; o ancora esser noto il tutto e questa , e ri- 
chiedersi la n , nel qual caso il problema sarebbe più diffi- 
cile. E potrebbe fiualmcute richiedersi la m , nel qual caso 
il problema sarebbe irascendenlc , e da risolversi con l’ uso 
de’ logaritmi , come si vedrà più appresso. 

307. E se da un tutto t si tolga la parte ignota x, e dal re- 
siduo ancora una parte che gli serbi la stessa proporzione di 


•V 

x: l , cioè la parte — 3 c cosi sempre. Sarà l — x il primo 
residuo ; il secondo sarà 

r_;r- (t-x)^ = (Jzzfy . 

^ ' t t t 

(t—xY 

c similmente si troverà il terzo residuo dinotato da ^ —9 

t' 

il quarto da — , ed in generale il residuo dell’ ordine 

n da ^ ~ z_, - . La quale espressione potrà servire di for- 
mola generale pc’ problemi ove si cerchi che dopo no dato 
numero di quelle operazioni pervengasi ad una determinata 
parte di quel lutto . 
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308. Così csseBdo proposto il sog nenie problema : 

Un servitore togliendo da un vaso ove cranvi caraffe 81 di 
vino puro una quantità di esso vi sujìplisce acqua ; e ciò coì>~ 
iinua a fare per ben tre altre volte. Accortosi di ciò il padro- 
ne fa saggiare il vino , e vi si trovano sole 16 caraffe di vino 
puro. Vuol sapere quante caraffe di vino puro ne furono estrat- 
te la prima volta. 

La formola precedente in cui < = 81, n z= 4 , darebbe 
luogo all' equazione 

8r 


ed (81— x)« = 16x81’= 1 Gx3’* 

Quindi estraendo da’ due membri la radice quaiia s<ir'a 
81 — * = 2X3’ = 2x27 = 54 
ed * = 27. 


In fatti 
me per la 


(81 — 27)» 54< _ 27» x 2> _ 

81’ ~TV~ 27' ” 

condizione del problema riebiedevasi. 


1 6 , co- 


«•» 


fi/' 
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CAPITOLO YIL 


BiSOLUZIONB di alcuni rnOBLEMI detebminati 
DI FBINO GRADO (295.). 


309. Poiché nell’ apprendimento delle scienze gli esempj 
giovano ancor più che i semplici precetti, ho stimato qui rac- 
cogliere una buona mano di problemi, che non solo valessero 
a rischiarare le dottrine finora esposte ; ma ancora a dedur 
nuove regole , e dilucidare alcuni punti de’ risnltamenti che 
dall' analisi dì essi ottengonsi . I giovani oltre a ciò rice- 
veranno da’ medesimi il vantaggio di licrearsi alquanto lo 
spirito uscendo dalle sterili teoriche algebriche finora ap- 
prese , e vedendo di quale utilità esse possano essere per gli 
usi della vita civile . 

Problema IV. 

310. Dimandalo uno che ora fosse , rispose : le ore che 

4 

debbono scorrere per terminare il giorno sono di quelle già 
scorse. Qual ora era dunque 7 

Soluzione. 

Sieno X le ore già scorse ; le altre a scorrere per termina- 
re r intero giorno sarebbero 24 — x : ma queste debbono 
4 

essere di quelle . Dunque 1’ equazione al problema sarìi 

4 

-g- * = 24 —X 

cioè 7 X = 72 

72 2 

ed ' ^ .y = 10<«- c ^ = 10" e 17' circa . 
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PmoaLKMA 

31 1 . Som tn numeri , ed il primo aggiuntò alla terza par~ 
te del terzo è uguale ed secondo ; questo col terzo del primo 
xtguaglim il terzo ; ed il terzo supera il primo per 10 . Si di- 
mandano i numeri . 

S oluzione. 

Sia X n primo nomerò ; sarJi per V ullima condizione di 
sopra esposta il terzo espresso da x -f* 10 ; ma il secoad» 

X + 10 

per la prima condizione è x — ò > e per la second» 

Ò 

se 

è quanto x + • Adunque l’ equazione aV problema 

x + 10 X 

sara x -f — — — =x-f^0 — — 

3 i» 

cioè x + 10=s30 — X 

e 2x = 20 , x=10. 

Quindi il primo numero è 10 , il terzo è 20 , e ’l secoih- 

do 16 . 

A UT EX. 

312. Sia X il primo de’tre numeri predati ,y il secondo,. 
3 il terzo ; avranno luogo le tre seguenti equazioni, ciascuna 
per ognuna delle tre condizioni di sopra stabilite, cioè sarà. 

♦* X -f / 

2- /+!=- 

3» X + 10 = 3 

£ sottraendo la secondo dalla terza , e poi riducendo , »i 
avrà 

2x + 30 = 3jr 

Similmente ridneendo là prima equazione ,. e pel sommando- 
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la con la lena , si a\r'a 

hx -f 10 = 3y 

che paragonata con quella di sopra ottenuta darà 
2x + 30 = 4a: + 10 

d’ onde si a>rk x = 10 ; c con la sostitnzionc di tal valo- 
re in una delle due precedenti equazioni in x , ^ si avrà 
2 

y = 1 Finalmente dalla terza delle equazioni al proble- 

ma si otterrà dal valore della x quello della : espressa da 20. 

313. Il paragone di queste due soluzioni può servir di 
prova per mostrare , che quando può pervenirsi ad ottenere 
una sola equazione finale ad un problema che contenga più 
condizioni ed altrettante incognite , bisogna sempre farlo , 
riescendo più facile il maneggio di questa sola equazione , 
che quello di più ; e quindi più elegante la soluzione del 
problema : poiché 1’ eleganza di una soluzione algebrica di 
iin problema aritmetico consiste , nell’ ottenersi direttamen- 
te queir equazione , che senza ulteriori ripieghi , e col più 
facii maneggio conduca alla determinazione dell’ incognita 
principale stabilita nel problema . 

Problema VI. 

314. Un’ agente A produca t effeUo a nel tempo t , V al- 
tro A' iia capace a produrre un consimile effcllo a' nel tem- 
po t* . Similmente un terzo agente A" produca C effetto a" nel 
tempo t" ; e così di altri. Si dimanda in che tempo produr- 
ranno un effetto e luti’ i suddetti agenti agendo insieme . 

Soluzione. 

Sia X un tal tempo. E supponendo 1’ effetto prodotto da 
ciascun agente proporzionale al tempo ; però se A' produ- 
ceva nel tempo t 1’ effetto a , nel tempo x dovrà produrre 


Digitized by Google 



elementare 


j4ì) 

l' effetto Simìlmcutc sark ^ 1’ effetto prodotto dall’ a* 

gente A' nel tempo t , quello prodotto dall’ agente A" 

nel tempo t", e così in appresso ; e questi effetti dovendo 
insieme equivalere all’ effetto e , daranno luogo alla seguen- 
te equazione al problema 



e per mezzo di essa potranno risolversi non pochi problemi 
analoghi. 

315. Cosi se fosse proposto il seguente 
Problema VII. 

3l6.I7ina vasca riceve acqua da quattro tubi, de' quali il pri- 
mo da se solo la riempirebbe in un giorno , il secondo in due, 
il terzo in tre , il quarto in quattro giorni. Si dimanda il tem- 
po in cui quella vasca si riempirebbe dandogli t acqua i quat- 
tro tubi insieme . 

Soluzione, 

Poiché r effetto prodotto da ciascun tubo in diversi tem- 
pi è lo stesso , si potrk quindi porre uguale all’ unità , e 
però 1’ equazione superiore diverrà in tal caso 

cioè 12.X -}• 6x + Ax 3x = 12 

c quindi x =z — di giorno ~ 1 1®' e 31' circa. 

I 


Problema Vili. 

317, Un mulo ed un asino trasportano barili di vino , e 
I asino ne ha latiti che togliendone uno dal mudo , cd aggiu- 
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gncndolo a’ suoi , ne verrebbe a portare il doppio numero di 
quelli del mulo ; al contrario se un sol barile si togliesse al- 
Fasino, e si dasse al mulo , sarebbero essi ugualmente carichi. 
Si dimanda il numero de' barili che ciascun di cesi porta . 

S olu zi ane. 

Sia X il nnnero de’ barili de’ quali h gravato il nudo ; in 
tal caso , per la prima coudizioDe del problema , 1’ asino a- 
vrcbbe un numero di barili espressa da 2x — 3 : ma per la 
seconda condizione , togliendosi da questa quantità un bari- 
le , ed aggiugnendolo all’ altre a; , risultavano essi ugualmen- 
le caricati. Adunque sarà 

2x — 4 =« + i 
ed X 1 = 5 

cioè il mulo portava 5 barili , e l’ asino ì. 

PnOBLEMA IX. 

218. Un maestro dimandalo che nimero di giovani avesse ^ 
rispose : la loro metà insieme col terzo e con la quarta parte di 
essi mancano dall’ intero numero de’ miei giovani per 40, Si 
cerea qual fosse un tal numero di allievi . 

Soluzione. 

Sia X quel numero di giovani j. sarà l’ equazione al pre- 
sente problema 

1 1 1 

cioè 6x + 4 j; -f- 3ar -f. 120 = 12* 

ed a=_120. 

319. II risultamento di questo problema è un valore ne- 
gativo per la a; , il quale soddisfa all’ equazione d' onde ti 
è ricavalo , rendendosi uguali edeUivanienle i due membri 
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ideila madesima col sostitaire — 120 ad x ; ma iotanto con- 
Tiene esaminare cosa dinoti nn tal Talore negativo dell’ in- 
cognita in rapporto al problema p-oposto . Or se rifletta- 
si sulla condizione di tal problema , e quindi sull’ equazio- 
ne al medesimo, si rileverk facilmente , che le tre parti del 
numero de’ giovani , che si disegnano dal professore già 

sono maggiori dell’ intero numero , mentre 

quantità sono maggiori di essa ; che perciò è contradditto- 
rio il volere eh’ essa rìsnlti da queste più 1 0. £ ciascun ve- 
de, che il problema si ridurrebbe possibile , se si dicesse al 
contrario , che quelle tre parti superavano il numero de’ gio- 
vani per 10 ; nei quel caso risulterebbe pel numero corcato 
•{-120. Adunque il valore negativo dell’ incognita in questa 
specie di equazione indica , che la quistione in quel modo 
proposta non può aver luogo, includendo una contraddizio- 
ne, che per toglierla bisogna convenevolmente cambiar qual- 
che cosa nell’ enunciazione del problema nell’ opposta. 

ProblehaX. 

320. Si dimanda un tal numero , che dal suo doppio to- 
gliendo i ■) e dal doppio di ^eslo residuo soUraUone 2 ■, e fi- 
nalmente diviso tal secondo residuo per 4 ; questo quoziente 
sia quanto il numero cercalo meno i , 

Soluzione. 

Siaa; quel numero; sarà 2x—i il primo r^iduo , Irx—k 
il secondo, ed x — 1 il quoziente di esso diviso per4; ond’ è 
che r equazione al proposto problema sarà r 

X — 1 s= a: — 1. 

321. Questa specie di equazione dicesi identica ; e da 
essa , come si vede , io nessun modo può determinarsi va- 
lore per la « ; e ciò deriva da che in effetto quel numero 
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doc restare indetcnninalo e generale , mentre ciò eLe ncj 
proposto problema ai dimanda non già ad un numero spe- 
ciale , ma bensì a tntt’ i numeri generalmente si compete , 
ossia che al proposto problema può soddisfarsi con un qua- 
lunque numero. Di fatti pongasi ad arbitrio 7 per la x , e 
preso di 7 il doppio meno 1 , cioè 13 , e di questo il dop- 
pio meno 2 cioè 24 ; un lai numero diviso per 4 darà per 
quoziente 6 , eh’ è minore per 1 del numero 7. 

322. Adunque ne'casi che l’equazioneallaquale si perviene 
risolvendo un problema algebricamente sia ideniica , il pro- 
posto problema diviene un teorema , cioè quello che in esso 
cercasi è proprietà del soggetto in qnislione; e di fatti il pro- 
blema di sopra proposto può nel seguente modo tramutarsi in 

Teorema. 

Se il doppio di un numero si minori di i , ed il doppio di 
questo residuo minoralo di 2 si divida per 4 ; si otterrà per 
^oziente un numero minore del proposto per i . 

323. Bisogna però avvertire, che per esser giusta la conse- 
guenza qui dedotta dall’ osservare che risolvendo un problema 
si giugneva ad una equazione identica, conviene che la sola- 
«ione del medesimo siasi convenevolmente condotta , senza 
mai essersi tenuto conto due volte di una stessa condizione . 
Poiché in questo caso l’ identità dell’ equazione finale , non 
già da una proprietà generale del soggetto in qnislione do- 
vrà derivarsi ; ma bensì dalla condotta non regolare tenuta in 
risolvere il problema , la quale dava luogo ad una petmonc 
di principio . 

Problema. XI. 

324. Un padre lega in testamento a' suoi figli una som- 
ma di denaro da dividerla ugualmente , ed eseguila la divi- 
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siane si trova y che la porzione del primo è 100 scudi y c 
la decima parte del rimanente deW eredità ; quella del se- 
condo è 200 scudi , ed un decimo di ciò che rimane ; quel- 
la del terzo F è 300 scudi , ed un decimo del residuo del- 
t eredità ; la porzione del quarto V è 400 scudi, ed un de- 
cimo del nuovo residuo ; e così in seguito. Si vuol conosce- 
re qual fosse V eredità : quale il numero de' figli ; e quindi 
ciò che sia toccato a ciascheduno ? 

Soluzione. 


Pongasi r eredità = z , e la porzione di ciascun figlio 

s: X ; e però il loro numero = Si avranno le espressio* 

ni delle masse a dividere, e delle porzioni spettanti a ciascu- 
no dinotate come qui appresso. 


Mute a 

dividere 

Ord.de'l 
figli I 

s 

I» 

Z — X 

11“ 

a — 2x 

111“ 

X — 3x 

1V“ 

X — 4x 

V“ 

z — 5x 

Vl“ 

• • • 

. . . 


Porzione di ciascuno 


./ V .» . *—100 

X— 100-1- — 

10 


af = 200+ 
X — 300-|- 
x = 400+ 
* = 500-[- 
x'=6O0-f- 


*— X— 200 

io 

s— 2x— 300 
10 

z — 3x — 40 0 
10 

* — llx — 500 
z — &r — 600 

ÌÒ 


Differenza di ciascu- 
na porzione dalla stg. 


100 — 
100 — 
100 — 
100 — 
100 — 


X -f 100 
lÒ 

X -f- 100 
10 

X -1- 100 
10 

X -f 100 
10 

X -f 100 
10 


Or essendo uguali le porzioni di ciascun figlio , quelle diffe- 
renze ottenute debbono esser tutte zero ; e ritrovandosi esser 
la medesima l’ espressione di ognuna di esse , basterà pare-r- 

20 
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giarne una ad arbitrio a zero ; sicché si avrà l’ equazione 
* 4-100 


che risoluta dà * = 9000 

Sicché la porzione di ciascun figlio è scudi 900; e questo nn> 
mero sostituito per la * in una delle equazioni della terza co- 
lonna , per esempio nella prima , dà 

s =1 8 1 00 , eredità intera 

e quindi = 9 , numero de’ figli. 

925. Questo problema dì una natura tutta particolare, che 
però merita una speciale attenzione , per la maniera com’ es- 
so vien I ìsuliito, fu per tal ragione recato dall’ Eulero ne’ suoi 
Elemniti ili /l/gcùra §.C0'f voi. 1. 


Problema XII. 


3'2C>.Trc negozianti B, C fatti i conti di laro casse rispet- 
tive trovano, che aggiugnendo alla cassa di A la metà di quel- 
le di B e C compiesi la somma m di ducali , e che la stessa 
somma risulterebbe con f aggiugncrc alla cassa di B il terzo 
ilei denaro di quelle di A , C , o con aggiugnere a quella di 
C il quarto di quelle di A , B. Si cerca il denaro di ciascuna 
cassa . 

Soluzione. 


f X tl denaro di A 
S’indichi con < y quello di B 

V 2 r altro di C 

Si avranno le tre condizioni del problema algebricamen- 
te espresse dalle seguenti rispettive equazioni 

1 » 


2 * 


■ 

*+ — =m 

. * + * 
y + — 
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che per maneggiarle più facilmente , si moIlipIicliL la 1* per 
2 , e sottraggasi dalla seconda moltiplicata per 3 , si avrà la 
2jr =3 ra + a: 

Parimente moltiplicando la prima per 8 , e da essa sottraen- 
do la 3* moltiplidata per 4 , si avrà la 
5* 3jr s 4m — - 7x 

Dalle quali due equazioni 4 e 5 si ha subito la 
6* ?<m -f- 3x = 8w — 14ar 

, 5m 

c però X = 

IT » 

d* eade per mezzo dhtlà 4* sì ha 

y= — 

E Cnalmentc sostituendo questi valori di i, ^ nella 1*, si av 
vrà ancor a 

Co quali valori sarà agevole verificare il proposto problema. 


PnoaiBMA Xlir. 

327. A, B, C, D giocando al treseU* > A guadagna a D. 
la mela del denaro che cosluiaveva ponendosi al gioco, B gua- 
dagna a € la terza parte del denaro che prima del gioco ave- 
va, C aD la quarta parte di quella che aveva ; e [uialmeiUv 
D ad Ala quinta parte del denaro che costui aveva . Termi- 
nato il gioco si trova aver ciascuno Ib stessa somma a di de- 
naro . iti dimanda quai fosse il denaro di ciascuno prima di: 
cominciare il gioco. 


Soluzione. 

Sia X il denaro di A, y quello di B, z t altro di C, u di D. 
1.C equazioni cspiiuienli le condizioni del probi onin saramu 
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1 

l»* » + -2 >' = " 

\ 

2» ^ + -3* = “ 

3» s + = o 

1 

A» u 4 . —X = o 

Prendasi nella 1*1’ espressione di a: in y , c sosliluiscasi 
nell’ equazione A*, si avrà la 

14 

5* “-TÓ^=-5® 

dalla quale prendendo 1 ’ espressione di « in / , c sostituen- 
dola nella terza si ha la 



la quale equazione combinata con la 2 “ dark 

88 

Quindi dalla stessa 2’ si avrà 
_ 

119“ 


e dalla 1 * otterrassi 



finalmente della 3* si avrk 



£ stabilendo per a un moltiplice di 119 , come per un caso 
il triplo 357 , ai avranno in numeri interi 

X = 225 , 7 = 2G4 , z = 279 , u = 312 
I quali numeri , come può facilmente verìficarBi , soddisfano 
alle equazioni 1‘, 2‘, 3* , A* , c quindi alle condizioni del 
problema. , 
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CAPITOLO Vili. 

Della detebminazione ne’ problemi trattati 
CON l’analisi algebrica. 


328. La natura de’ problemi è la stessa sia ebe vi si trat- 
tino quantità continue , e però alla Geometria si apparten- 
gano , sia che i dati ed il quesito sieno ralori nnmcrici , e 
però di spettanza dell’ Aritmetica : e 1’ Algebra che riunisco 
ed assimila queste due specie di problemi , e dà loro un’ an- 
damento nniforme , dee per conseguenza assoggettarne i ri- 
sultamcnti alle stesse considerazioni. Che però del pari cho 
Ita luogo la delemtinazione ne’ problemi geometrici , per ve- 
dere quando sieno possibili , e quando impossibili ; il che 
dipende talvolta dalla qualità de' dati pel loro rapporto ; lo 
stesso deve aver luogo ne’ problemi aritmetici. 

Questo importante argomento per la convenevole e com- 
piuta risoluzioue de’ problemi , per cui grandemente se ne 
ceenparono, nel risolvere i problemi geometrici , gli antichi 
geometri , e coloro tra’ moderni che hanno calcale le loro 
orme , trovandolo affatto trascurato nelle istituzioni di Ana- 
lisi algebrica^ ho stimato ben fatto inlrodnrvelo ; e quindi ne 
dirò qui quanto si conviene per 1’ uso a farne ne’ problemi 
aritmetici di V grado ; poiché in quelli di grado supcriore 
più manifestamente deriva una tal determinazione dal ri- 
solvimento dell’ equazione che vi dee soddisfare ; serban- 
do il trattarne estesamente e di proposito nella dissertazio- 
ne , su tale argomento , inserita nel voi. 1* degli Opuscoli 
malemaUci. 

329. Def. XIII. Per determinazione ne’ problemi s’ inten- 
de quella ricerca, sia astratta, sia dipendente dall’ analisi di 
esso, mediante la quale si conosce so il problema sia possi- 
bile o no, ed in quali casi, ed in quanti avvenga 1’ una c l'al- 
tra di queste cose. 
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E talvolta ancora quali relazioni debbano avere i dati, o 
come debbano esser modificate le condizioni , perchè il pro~ 
blema riesca possibile ; la qnal ricerca in questi casi costi- 
tuisce la soluzione del problema , e determinata quella mo- 
dificazione il trasmuta in un teorema; poiché con quella mo- 
dificazione dee sempre aver luogo il quesito. 

330. La determinazione dunque ne'problenù pu& precedere 
r analisi di essi per convenevolmente condizionarli, o seguir- 
la , per conosceruó la possibilità e l’ impossibilità ; e nel 
primo di questi casi in quanti modi quella abbia luogo^ o aìn 
il problema possa risolversi. 

PnOBLGIIA. 1. 

331 .Dividere un numero dato a ài due parti., sicché la pii- 
tna moltiplicala per m, e la seconda per n producano insieme 
l’ altro numero b . 


So tu zio n e. 


Sia X r una delle parti richieste di a , I’ altra di esse sarà 
a — X , c per la condizione del problema sì avrà 
mx -f n{a — x) ~ b 

che ridotta darà 


ed 


(ni — n) X =: i — tta 

b — na 

X =r . 

m — n 


Determinazione del problema , per risullamento 
dell’ analisi di esso. 

Iia X dovendo risultar positiva, se i numeri m ed n sieno 
interi , ed wr>n , bisogna che sìa ancora b'>na, cioè b mag- 
giore del moltiplice più piccolo della quantità da dividersi. 
Se- al contrario m<C,n , dovrà essere ancora &<na. 
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Che se essendo m<n fosse «a<i , il rìsultamento negati- 
vo indicherebbe, che, per esser possibile il problema, la con- 
dizione della somma di qne’ molliplici delle parti di a ugna- 
le a 6 , debba cambiarsi nell’ opposta della differenza , cioè 
questa debba pareggiare b . £d in tal caso 1’ equazione si 
cambierebbe in 


ed 


(m^n) x—h-\-na 
b^na 

X = — 

ni-j- n 


E la stessa inversione di condizione dovrebbe aver luogo 
nel caso che essendo m>n fosse b^na. 

Che se la m pareggiasse la n , sarebbe 
b — no 

X = 

0 

la quale espressione a veder cosa significhi , basterà retro- 
gradare nell' analisi del problema proposto all’ equazione 
(m — n)x = 4 — na 

d’ onde si avrebbe bz=na , cioè a dire che debba in tal ca- 
so il numero b essere quanto il moltiplice n o pure m di a . 
11 che risultava chiaramente dall’ enunciazione del problema 
stesso , poiché il moltiplice di uu tutto pareggia la somma 
degli ugual moltiplici delle sue parti . Ed in tal caso l' e- 

o . . . , , M 1 ^ 

spressione — in cui si troverebbe trasmutato il valore 

o m — n 

della X indicherebbe una indeterminazione nel problema. 

332. Al precedente problema sono analoghi i seguenti. 

333. 1 . Date le gravità tpecifìche di due metalli , e quella 
di un loro composto , e data la massa di questo, assegnare la 
proporzione di que’ metalli in questa massa . 


Per dilucidazione della presente enunciazione si avverta, che per 
gratilà specifica s' intende il peso di un corpo in un dato volume , e 
per massa quello per un volume qualunque ; di tal che chiamata g la 


« 
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Esprimasi per a il Tolnmc di questa massa , ed a; àa quello 
dell’ un de’ metalli , c g , tn ,n esprimano le gravilii spcciG> 
che del composto da essi, e di ciascuno separatamente ; sarà 
mx il peso dell’ un di questi , ed n(a — x) quello deli’ al- 
tro ; ed (ig il peso dello massa data. Laonde si aTiù 
mx no — nx = wjf 
a — n 

cd X ~ a. 

m — n 

Il qual risultamento darebbe luogo alla stessa determina- 
zione che quello del problema precedente. 

334. Ognun vede che tal problema corrisponda alla ricer- 
ca fatta da Archimede per iscoprire il furto nella corona del 
re Cerone . 

Fboblema li. 

335. Di due vini , f uno cT un prezzo m , t altro n per ogni 
barile, sicsi composto un barile del prezzo a , Si vuol sapere 
qual parte se n è presa da ciascun di quelli . 

Soluzione. 

La soluzione eseguita con l’ andamento stesso del proble- 
ma generale (331.) darà luogo al risultamento 



m — n 


ore b dinota il barile . E la determinazione che vi arrli luo- 
go sar'a la stessa , che quella del problema precedente. 

336. Il presente problema risolve , come si vede , il caso 
della regola di alligazione in cui , dati i prezzi di una stessa 
quantità di liquidi diversi , si cerca quella parte che debba 
prendersi di ciascuno , perché risulti la quantità stessa ad un 
dato prezzo. 

gravità specifica di un corpo nell' unità di volume e « un volume qua- 
lunijuc , m la massa corrispondente , si avrà 

1 : V :: 3 : in , e peròm= . 
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Problema III. 

337. Due corpi A ^ B distanti V un dall' altro per [inter- 
vallo a nmovansi per la stessa direzione e pel verso stesso, con 
le velocità c , c' ; ed essi inconlrinsi dopo uno stesso tempo. Si 
cerca il punto di loro incontro. 

Ib $ 

Soluzione. 

Sia X lo spazio che dee percorrere il corpo A piìi distan* 
te, per raggiugnere l’ altro B ; sarà x •— a lo spazio da per- 
corrersi da questo. E poiché nel moto equabile , come sup- 
ponesi quello de’ due corpi À,B, il tempo in che si percorre 
un dato spazio è quanto questo diviso per la velocità . Si 

avrà il tempo di A espresso da 

X —a 

e quello di B da — — 

le quali espressioni dovendo pareggiarsi daranno luogo alla 
seguente equazione 

X x — a 
e c* 

o sia c'x = ex — ea 

ex — c'x zx ca 
ca 



Determinazione del problema. 

Dovendo risultar posiUva la x, perchè il problema riesca 
possibile ne' termini com' è proposto , dovrà la e velocità del 
corpo più distante dal punto di loro incontro superare la c' 
velocità del corpo B. 

Che se al contrario fosse c'>c, nel qual caso è manifesto 

21 
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che A non potrebbe raggìugnerc B, ilrisullamculo ncgalÌTo del 

CCL 

^glore , della x dinolercbbeesserTi oe’dali, o nella con- 

c — c' 

<lizione del problema una contraddizione da correggersi col 
trasmulamenlo, o di quelli, dando ad A la velocità di B, ed 
a B quella di A, o col modificare la condizione, cioè che in- 
vece di andare per lo stesso verso vadano 1’ un contro 1’ al- 
tro ; nel qual caso si avrebbe l’ equazione 
c'x ca — ex 


ed 


c -f c' 


Cile se r = c' , eioè che i due corpi si movessero con la 
stessa celerilà , nel qual caso, com' è evidente, non mai po- 
trebbero incontrarsi, il valore della x diverrebbe 

ca 


0 

espressione che non può dinotare altro che l' impossibilità 
dell' incontro . Ed essa di fatti equivalendo a quella di 
(c' — c)x = ca 

darebbe ca = o , cb' è impossibile . 

E supponendo nulla la distanza a , cioè che i corpi par- 
tano dal luogo stesso, 1’ espressione della x , che sarebbe 

0 


X = 


c' — c 


» 


produrrebbe 1’ equazione 

(c' — c) X = 0 

la quale potendo aver luogo col divenir zero l’uno o 1’ altro 
fattore, dinoterebbe nel caso di x=o, che i corpi A, B s' in- 
contrano, còme r è, nel principio del loro movimento ; e nel 
caso di c'— c = 0 , cli'essi incontraosi sempre, essendo ugua- 
li le velocità ; c però 1’ espressione - — , o ancora ~ , 

c' — c o ’ 

poiché c'— c=o, dinoterebbe un’indeterminazione nel pro- 
blema . 


Digilized by Googic 


elementare 


i63 


CAPITOLO IX. 

Della bisolu2io:ib delle equazioni di 2° grado, 

E DELLA LORO NATURA. 


338. È già note cosa intendasi per equazione del 2° grado 
(231.) ; ed è pur chiaro che la sua Corma più semplice sia 

x’ = ± ^ 

o pure x' :f.qz=i a 

che dicesi jmra ^ la più completa , die dheesì ancora affetta 

del 2° grado , quest’ altra 

x' itpx't q = 0 

trovandosi in essa nel 1° termine l' incognita col coeflìcieDtc 
1 ( rcg.\S .) , e con 1’ espooente2 ; nel secondo la sless.x 
con r esponente 1 , e con un qualunque coefGcienle positi- 
vo o negativo; e fioalmenienel terzo termine quantità note. 

339. E in oltre evidente che 1’ equazione pixra 

x' ='ii q 

si risolva con estrarre la radice da ambo i membri , dT onde 
si lia X =: ± \/ ± 

cioè i due valori della x, o le due radici ” di uno tale equa- 
zione saranno q, — ^ de q‘,«d esse soddisfano, co- 

m’ è evidente , all’ equazione. Ed è pur manifesto che debba- 
no risultare entrambe reali, o entrambe immaginarie, secoa- 

questi valori della x si diede da' primi analisti italiani il nomo 
di radici , perchè- eUbtlivamente essLeran tali ; e per analogia si estese 
ancorala stessa denominazione a' valori dell' incognita nelle equazioni 
alitile del 2° grado, e poLalle equazienldi qualunque grado^ nelle qua- 
li similmente per estrazion di radice oUengonsii. valori dell' incognita 
nel caso semplicissimo delle pure. Una tal denominazione non. dee dun- 
que tanto sembrare impropria a' novatori mmlerni , che la vorrebbero 
cambiata nell’ altra dì rMolvenIt ; e solamente converrà distinguere tu 
radice di una quaiilita, c radice dì un'equazione ( Si tenga presente mi 
proposito il discorso preliminare terso la fiat ] . 
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do che la qnanliti che pareggia la z’ sia positiva , 0 ne- 
gativa (142.) . 

340. Sia ora l’ equazione completa di grado 
1 * s’ + px + g = 0 

ove ìep f q che qnì veggonsi indicale col segno -{' possono 
essere quantità positive, o negative, come si vuole, il che dà 
all equazioBC proposta le quattro forme seguenti, cioè l’ iden- 
tica ad essa anche ne’ segni 

II* x' — px •{• q •= 0 

III* x' + pz — 5 = o 

IV* x’ — px —q=i o 
Or la prima idea che si presenta in risolverla si è di vedere 
se possa ancora riescirvisi per I’ estrazion di radice ; e poi- 
ché trasportando il terzo termine q nel secondo membro ( o- 
pereremo sulla 1 * equazione , che vate ancor per le altre ) 
sì ha x' + px = — q 

che può anche porsi sotto la forma 

z* + 2zX-|-= — ? 

ove si vede che il binomio costituente il primo membro, è 
composto dal quadralo del numero z, e dal doppio prodolU» 

di tal numero nell’ altro ; che però se ad esso binomio si 

A» 

aggiugnesse il quadralo di , il trinomio risnltanle sarebbe 
il quadrato di z-|-^(1b8.) . Quindi aggiugnendo effettiva- 

JL 

mente tal quantità a’ due membri, per non turbare l’ equazio- 
ne proposta , risulterà 

cioè + 

estraendo da' medesimi la radice quadrala , si avr 4 
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ed * = 

cioè r equazione proposta avrà per radici le due seguenti 

341. £ volendo anche dinotarle com’ esse risultano dalla 
tra forme aoprindicate , si avrà dalla 

II» = + 

III» ±\r(^’ + ,) 

IV» ® = + -| V^(f+7) 

£ ciascuna di queste radici si vedrà , con la sostituzione , 
soddisfare all’ equazione cui corrisponde . 

342.Sicchè la regola per risolvere un’ equazione completa 
di 2* grado, convenevolmente apparecchiata, è la seguente : 
Si pa*si net secondo membro il termine nolo della medesi- 
ma ; à compia il quadralo del primo membro, aggiugnendo al 
binomio che lo rappresenta la metà del coefficiente del secon- 
do temane deW equazione , che per non turbarla , si aggiu- 
gne anche al ucondo membro di essa. Finalmente , estraila 
la radice da ambo i membri cosi apparecchiali- , si trasporli il 
termine noto dal primo membro nel secondo : si avranno in 
tal modo i due valori deW incognita. 

343. Poteva ancora ottenersi la risolnzione dell’ equazio- 
ne di 2* gr^do affetta rìducendola a pura x poiché essendo 
x' ±.px — :fq 
cioè (x±p)xs=qpg 

col porre xrxy si avrà la trasformata 

(/+f )(/ - |-) = T? 
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osia . 

quindi y = + 

eJ 

ove riponendo per y la a; , si ha 

ed = ±V^C|-qF9) 

come prima si erano ottenute. 

344. Dall’ ispezione di queste radici qualunque sia il mo- 
do col quale siensl ollcnule , si potrà dedurre la seguente re* 
gola , per ricavarle da un’ equazione completa di secoodo 
grado senza maneggiarla. 

In ogni equazione completa di fecondo grado ridotta a zero^ 
t incognita c uguale alla metà del coefficiente del secondo ter- 
mine dell equazione preso col segno contrario , aggiuntavi , 
per (un de valori , la radice del binomio rappresentato dal 
quadrato della suddetta metà , c dal termine noto dell' equazio- 
ne col segno contrario , e per ( altro valore , toltone questo 
stesso radicale . 

Di modo che , se l’ equazione fosse la seguente 
-J- 6a: — 5 t= o 

le sue radici sarebbero 

x= — 3±V(9 + 5)=— 3± V l'f- 

345. Risulta anche da ciò che il coefficiente del secondo 
termine di un equazione completa del 9^ grado, preso col se- 
gno contrario, sia quanto la somma dette sue diu; radici : ebo 
però non avendo luogo un tal termine nelle equazioni pure 
debbano io queste le radici essere uguali c di segno cou- 


Digitized by Coogle 



tUmenlare 


167 

trario ; come per altro dimostravalo , ne’ due casi , la sem- 
plice ispezione di esse . Ed io oltre dal §. 7 G. combinato 
con la regola precedente risulta , che U terzo termine sia 
quanto il prodotto delle due radivi dell equazione . Di fatti 

( ?i+V(f ?.))( Ti-V(f -o)= ì - f ±*=± « 

34 G. Che se le cose preceìlentemente dimostrate concer- 
nenti la natura delle equazioni di 2° grado si Tolessero sta- 
bilire direttamente , senza dedurle dalla loro risoluzione, si 
consideri il binomio x’ iipx , cioè il prodotto a; (x d:p) ; 
sarà chiaro essere il medesimo suscettivo d’ infiniti valori , 
o espressioni di valori , secondo che se ne attribuiranno al- 
la quantità indeterminata x , supponendo determinata 1’ al- 
tra p. Ma se poi ad esso aggiungasi la condizione di dover 
pareggiare una quantità data q , si vede che quello perden- 
do lo stato d’ indeterminazione , possa per la condizione ag- 
giunta aver solamente luogo per dati valori della x. 

3 A 7 . Or suppongasi l'un di questi valori rappresentalo da 
n, sicché con la sostituzione di a alla x diventi effettivamente 
a{a±p) = q 

sottraendo questa uguaglianza dalla 

±p) — q 

si avrà 

x' — a* "tp(x — a) = o 
cioè , dividendo pel fattore comune x — a , sarà 
X -f- a ± p = o 
ed X = — (a ± p) 

Sicché vedesi che quel valore a , che può rendere efielti- 
vamente il binomio x (x db p) uguale a 9 , ne trae seco ne- 
cessariamente l’altro — (a ± p), per mezzo del quale debba 
aver luogo lo stesso pareggiamento . E risulta pur evidente 
esser tali questi due valori della x , che la loro somma pa- 
reggi il coefficiente p della x col segno contrario a quello 
che aveva nel 2* termine dell’ equazione 
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x'±px±q = o ’ 

«la che risulta di nuovo come nel §. 345. , che il coefficien- 
te del secondo termine di un' equazione del grado debba 
pareggiare la somma delle due radici di essa , col segno con- 
trario al suo. 

348. Ed essendo - 

x’ d:pz=q:q 

e«l x = a , o pure = — (« * p) 

si vede che siccome l’x è un divisore esalto di x’ i px , co- 
sì debba essere tanto a , che — (a i p) un divisore esatto 
ài jf.q . Or abbiasi pel primo di questi quozienti wi, pel se- 
condo n , sarà nel primo caso 

afx±.p) =qp<zm 
ed x±p=jf.m 

e nel secondo caso 

— (a ±p) X — — (« i p)** 
cioè X c= n. 

Sicché vedesi che dal dividere q , ossia il terzo termine 
dell’ equazione , per 1’ una delle radici debba risullame per 
quoziente necessariamente 1’ altra , ossia che : il terzo ter- 
nane deW equazione sia quanto il prodotto delle due radici , 
come già si era rilevato nel §.345. 

349. Si vede anche da ciò che 1’ equazione di 2* grado 

x’-j-px-t-q=o 

le cui radici sieno m , n debba aver per divisori esalti i 
binomi x — »i — o j x — n — o f dal cui prodotto debba 
essa risultare 

350. Avendo di sopra osservalo (340.), che 1’ equazione 
completa di 2' grado può presentarsi sotto quattro diverse for- 
me , dipendenti da’ segni onde sono aDelli il secondo e terzo 
termine di essa , conviene ora indagare quali modiCcazionz 
ciò possa indurre nella natura delle radici della medesima . 
Presa perciò la formola generale di esse radici , che si è ve- 
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d.u, .g.™ ril.„ f.ciW. 

te , cbe sarà sempre reale il radicale eh' è 1’ un de’ termini 
del valore della * , se in esso si abbia + 4j; o pure che ri- 
Uovandovisi — 4y , sia Uq < p'. Adunque : 

Uh equazione di secondo grado col terzo termine negativo, 
avrà le due radici reali. E queste lo saranno pure reali in caso 
che essendo positivo quel terzo termine , il quadruplo di esso 
sia minore del quadrato del coefficiente del secondo termine . 

Che se io questo caso fosse kq = p\ svanirà il radicale, 
e 1 equazione avrà due radici uguali e di segno contrario, cia- 
scuna espressa dalla metà del coefUcicnte del secondo termi- 
ne ; e ciò avviene quando l’ equazione ridotta a zero era già 
un quadrato perfetto, sicché non v’ era bisogno per risolverla 
deir ordinario metodo di sopra esposto , ma bastava estrar- 
re da essa la radice quadrala, com’è nel caso dell’equazione 

\ 

x' ± 2 «x-f — a’ = 0 

che dà all’ istante , con l’ estrazione di radice , 


* ± —a =: 0 

A 




351 .Rimane a considerare il caso io cui l’equazione propo- 
sta , avendo il terzo termine espresso da ^ , sia > p. 

In tal caso quel radicale sarà immaginario , e tali percià 
Saranno le due radici dell' equazione, e della forma 

— p’) V— < 

2 ^ 

e quindi i fattori immaginari di quest’ equazione saranno 

__ P — V(^9— P’) V — 1 



._P + V(4?— p’) V— 1 

T 2 = 

della forma stabilita nel§. 150. esemp. ii. 

352. Ritornando a’ casi dell' equazione proposta in cui le 
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sue radici aieno reali (330.) , è chiaro , che se la h posi* 
tìva e maggiore di \J [p' qp 4^ ) , le radici saranno entrambe 
positive ; e se minore di \j[p' q: kq) , l’ una sarà positiva , 
]’ altra negativa. Al contrario se la p b negativa , e minore 
di q: 4^), 1’ una delle radici sarò positiva , 1' altra ne* 
gstìva ; se maggiore di \J{p’ ^ hq") le radici saranno en- 
ti ambe negative. Adunque : 

333. C7n' rquazionc di secondo grado a radici reali , se ha 
il scccudo lerniiiie affetto dal senio — , può avere le sue ra- 
dili 0 tutte due positive , o vira positiva l’ altra negativa : se 
pd il Secondo termine sia affetto dal segno q- , le radici di 
taf equazione, o saranno tutte due negative , o l una positiva 
t altra negativa . 

35 'v. Ne’ casi però ultimamente considerati le radici essen- 
do possibili , tale è anche il problema cui esse corrispondo- 
no ; c solamente è da avvertire, clic le radici negative dino- 
tano che può anche un numero astratto di natura uegalivo 
soddisfare alle condizioni del problema proposto ; se pure 
la qualità della quistione non indichi chiaramente tale tra- 
sformazione di esse da far corrispondere , come si disse ne' 
prchlenii di 1° grado (310. ) , la radice negativa ad una 
condizione inversa del problema ; e ciò verrà rischiarato 
dagli esempi che addurremo . Quando poi le radici sieoo 
immaginarie , ciò dinota che il problema d’ onde derivano, 
o cui corrisponde l' equazioue alla quale esse appartengono 
sia impossibile . 
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CAPITOLO X. 

Un mmo sbozzo sulxa natuiia db' pboblkiii , 

B COME DINOTATA DALLE LORO EQCAZIONI, 

355. Fin dal cap. i. di questo libro II. si è veduto , cho 
r analisi algebrica de' problemi conduca per essi ad equazio- 
ni diverse nel grado, la qual cosa verrà sempre piìiconfermata 
da quelli che per esercìzio de’ giovani risolveremo nel capi- 
tolo seguente. Ed è ormai tempo di loro dichiarare in che sia 
riposta questa essenzial diversità dì natura de' problemi, che 
dalia loro equazione caratteristica viene rappresentata; poi- 
cbà le considerazioni che oiariescon semplici c chiare appli- 
candole a’ problemi di 1° e 2° grado è poi agevole estenderle 
a quelli di grado supcriore al 2°. 

Conseguiremo un sì importante scopo dalle considerazioni 
che stabiliremo su i seguenti problemi . 

Problema 1. 

356. Dividere il numero 160 in dite parti t una delle qxtc.li 
stia all' altra come 3 n 

Soluzione. 

Dinotando con x l’ lina delle parli , l’ altra verrà espressa 
da 100 — X , e per la condizione del problema starà 
X : 100 — X :: 3 ; 2 
quindi 2x = 300 — 3x 

ed X = 60. 

Ostervazion e. 

35T. BifleUendo sul prpblema, e sul modo tenuto in risol- 



17 * 


analisi algebrica 

ì^erlo si scorge subito, che con essersi designata per x la par- 
te maggiore , non possa questa risultare che io un solo mo- 
do , e di una sola quantità , e perù che doveva venire dino- 
tata da un equazione dei 1’ grado. £ per la stessa ragione 
se si fosse dinotata per x la parte minore , cioè quella che 
doveva corrispondere al conseguente 2 della ragion data , 
r equazione che l’ avrebbe dinotala sarebbe stala 
3x = 200 — 2x 

ed X = 40. 

Che se si fosse indicata per x la semidifTerenza delle due 
parti , sicché l’una di esse venisse espressa da 50 -f- x, 1' al- 
tra da 50 — X , 1’ equazione al problema sarebbe risultata 
5x = 50 , ed X = 10 

e però sempre del 1° grado , poiché la quantità che cercaù 
non può essere che una sola , ed in un sol modo espressa. 

Fboblema 11. 

3 58. Dividere il numero 100 in due parti, ticchè it loro pro- 
dotto pareggi 1600. 


Soluzione. 

Dinotando con x 1' una delle parti , e però con 100 — x 
r altra , si avrà pel problema la seguente equazione 
lOOx — X* = 1600 
che risoluta dà per la x due valori , cioè 
X = 80 , X = 20. 

Osservazione. 

359. Questo doppio valore della x , cioè la doppia soln- 
zione che può ricevere il presente problema , dipende , co- 
ni’ è chiaro , dal non essersi Dell'analisi potuta indicare quale 
delle parti si esprimesse con x cioè se la minore , o pur la 
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maggiore . Sicché l’ analisi del problema dovete indifferènte* 
mente offrirne al 1’ una che l’ altra. 

E Io stesso sarebbe avvenuto se per la x si fosse dinotata 
la semidifferenza delle due parti , nel qual caso 1’ equazione 
sarebbe stala x' = 900 

ed a; = ± 30 

dovendosi con ciò avere ad un tempo ciascuna delle parti ; 
l'nna delle quali si ottiene con aggiugnere alla meth di 100 
il 30 , r alba col toglierlo. 

Pboblema III. 

300. Posto cheta luce la quale diffondesì da un corpo lu- 
minoso decresce d’ intensità a misura che cresce il quadrato 
della distanza dal corpo che la diffonde. Si vuol rinvenire quel 
punto nella distanza a tra' due corpi luminosi ji , B delle in- 
tensità rispettive m , n , ove le attività di loro luce divenga- 
no uguali. 

Soluzione. 


A C B 

Sia G un tal punto, e la BC distanza di esso dal corpo lu- 
minoso B dell intensita minore n si dinoti per x ; verrò r al- 
tra distanza AC di quel punto dal corpo luminoso A dell’ in- 
tensità m espressa da a — x . £ l' intensità delia luce di A 

nel punto C sarà espressa da ^ — — — y , quella di B da . 

Ma queste si vogliono uguali in tal punto . Adunque l’ eqiut- 
zione al problema sarà 

m n 

che convenevolmente ridotta diverrà 

2n<rx na* 

X' + = 

m — n- IH-— H 
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m — n m — n 

Ed è chiaro che essendo m>n, sarà ^nm^n,e quindi rana 
di quelle radici sarà positiva , 1’ altra nativa. 


'sservastone. 


.B. 


La radice positiva 




mn 


m — n m 

dinota la BC, e quindi assegna il punto C tra i due corpi lu- 
minosi A,B ov'essi illuminano ugualmente : ma come che ciò 
dee ancora avvenire in un altro punto della AC prolungata 
dal verso B ; un tal punto C' , che nel caso cbe il problema 
si fosse così proposto rinverrebbesi con la stessa analisi , ri- 
sulta definito dalla radice negativa 

uA a , 

* = — — — V 

m — n m — n 

Di fatti risolvasi il problema per questo caso , ponendo cioh 
BG' x= X, ed AC'=a 4-x sarà l' intensità della luce di A in 6 

espressa da — ^ — , e quella di B, anche in C', da —, a 

(n xj* *• 

r equazione al problema si trovcrrebbe essere 
’lnax na' 


m — n 


m — rt 


cbe risoluta darebbe 


■\J mn 


ore del pari che si è invertita la supposizione per la *, sup- 
ponendosi il punto C' nella AB prolungata, si veggono anco- 
ra invertite le radici , corrispondendo la positiva di ora alla, 
negativa di prima, e 1« negativa alla positiva dal primo caso. 
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,upp.ns»ì k 

p, = 4, la ^ r= 66-s-, 

* . ^ ^ à « V._É^^ — 

na 


n 


=33-^-, risuUercbb? la. aUlanza 

- 3 


, pari a gr^eW^ 


e ioltooe 

fH — ff - ^ 

1 .1 à r = 66— . Qainai la luce iel por 

r.c = 33-^,ep«ò‘»^^*=^‘'a ^ 

, ^ _ e quella del coC' 

^ i„ C sarebbe espressa da H 

V ^ 

''Vuriov-u- 

.-, I ae... , .1 1»«« c . “P'““ - ” 

che nel caso presenle diviene 100. risuUe« \C' -200. re 

cUU’auWU-, della luce di Bine' si uova essere^^ 


100’ 


» v 1 

4 _ * -,o 

quella di ^ verri» espressa da ^ 00’ 

però uguale a quella di B. 

• l£<ttk acro. 


.,6 luogo t«l t"“ «!>• “ 

iT'IMw p~u... ..I ••»'»'» “f” 

‘ . oio. ..Wo “Ciao . ..p- 

302. A “"P™"™ A a«l luo.. ai ».E8i«™ 

rll'la»»''» >■ ‘ 

..lo Oti »•• 360 , •■ p»!»!”" •“ «'i'“"»"“ • - ■ 

” (o — ■■»:)• _ ^ . . • 
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• quindi 



dklia quale rUuIla CTidentemente , che volendo prendere il 
radicale col segno , debba la x esser minore di a , e pe- 
lò cadere il punto richiesto tra A e B, come I’ è C ; mentre 
se vogliasi prendere quel radicale col segno — , debba la < 
esser maggiore della a ; e quindi cadere il punto richieste 
nella AB prolungata dal verso fi , come C. 

Che se r equazione di sopra espressa si fosse scritta (tei 
seguente modo 



x‘ m 


il che non l’ altera { da essa ne sarebbe risultato 



io cui al contrario si vede , che volendo prendere il radica- 
le col segno + , debba la x esser maggiore delta a , e però 
cadere il punto richiesto nel prolungamento della Afi, coma 
fu C' ; e volendo prender quello col segno — , la x debba 
esser minóre della a , e 1 punto cercato cadere tra A , fi, co- 
inè in C. 

363. Ed a stabilire sempre pih la corrispondenxa del gra- 
do deir equaaione ad nn problema con la soluzione ebe eas» 
può ricevere , osserviti che supponendo uguali le atlivitk 
della luce de’ corpi A , fi , non possa aversi altro punto di 
«gusle illuminazioi» di essi , che il solo medio della loro di- 
stanza Afi, e però che il problema non possa ricevere sa non 
una sola sotuzione . £ di fatti corrispondantemente in quo- 
ato caso la prima cqnaziona 

m n 

(a ~- x )• ~ ** 
divieoo o»3ax=o 

ciofe di r grado , dando per la x il aolo valore ^-a. 
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E per maggionnente render manifesto il fin qnl esposto , 
suppongasi la distanza AB de’ due corpi = 100 palmi , la 
m = 4 n = 1 , cioè che la luce del corpo A sia d’ intensità 

a t 2 

quadrupla di quella di B , si arrebbe — — \mn 06-^ 


e toltone ' 


na 


_ _ — 33 -jr, risulterebbe la distanza 

n d ^ 

1 


BC = 33 , c però la AC = 66y Quindi la luce del cor 


po A in C sarebbe espressa da 


V 


(«4v 


preti» 


samente quanto quella del corpo B nello stesso punto G . 

Al contrario 1’ altra radice negativa da corrispondere , co- 
me si è detto, al punto C', essendo espressa da ^ 

che nel caso presente diviene 100 , e però ÀC' = 200. Sic- 

1 

Tòò* * 


chè r attività della luce di B in C' si trova essere 

4 2* 1 


e quelle di A espressa da ' 2 ^ 0 . jjq 

uguale alla prima. 

E la stessa verifica avrebbe luogo nel caso che si fosse 
trattata 1’ analisi del problema nel secondo modo di sopra 
tenuto , cioè andando direttamente in cerca del punto C' . 

361. A maggiormente comprovare 1’ assunto ; poiché la 
presente equazione concede l’ abbassamento al primo grado, 
potrà di leggieri vedersi come vi bisognerà separatamente 
ciascuna delle surriferite equazioni per avere la soluzione 
rappresentata in ciascun de’ casi dalla sola radice positiva . 

362. Prendasi di fatti la prima delle equazioni ottenute , 


cioè 


m 

n 

{a-xy 


X* ^ 

n 

(«-*•> 

m 
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•h« eiUaeado U radica diviene 

X ^ V'*' 

0 ■ — X yjati 

a\/n 


x=s 


* quindi yj„r+s/n 

o?e Bostilnili i Talari io numeri diviene x xs — — = 33 -j-. 


Al- cantrario dall’ altra 


ciak 


li ba 


{a + xy 
x' 

(a + x)* 

X 


n 

~x' 

n 

m 

V<* 


a X Vm 

che , co’ Talari rispettivi di a , m , n dà 

°V" =100 

\m — \n 

il qnal Talare della AC' risolve il problema per questo salo 
caso , cioè come se fosse stato proposto semplicemente per 
rioTenire il punto C' nel prolungamento della AB, ove i cor- 
pi luminosi A, B di diverse forre diffondono la stessa luce. 

363. Ed a rendere sempre più manifesta la corrisponden- 
xa del grado dell' equazione ad un problema con le soluzio- 
ni cbe esso può ricevere osservisi , che supponendo nguali 
le attività della luce de’ corpi A , B , non possa aversi altro 
punto di uguale illuminazione di essi, che il solo medio del- 
la loro distanza AB, e però cbe il problema non possa rice- 
Tere se non una sola soluzione . £ di fatti corrispoadento- 
mente in questo caso 1' equazione' 


m 


diviene 


(« — x)* X* 
o’ ' — 2ox == 0 


cioè di 1* grado , dando per la x il solo valore 
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Ì*ROBlEIIA iv. ;■ 

364. Due contadine portano a vendere 1 00 uova netC iruie- 
he ; ma la prima ne ha più della teeonda , e pure ne ricava 
ciateuno lo stesso denaro . Or la seconda dice alla prima , 
bvessi io avute le tue uova ne avrei cavale grana 45 ^ e que- 
sta le risponde , se io avessi ttendute le tue ne avrei tratto sol 
grana 20. Si vuol sapere quante uova portava ciascuaai 

Soluzion Ci. 


Pongasi essere x il numero delle uova della prima; Mreb* 
i>ero 100 — X quelle della seconda. Or questa se avesse ven* 
dute le uova della prima al 'prezzo delle sue ne avrebbe cava- 
to grana 45. Adunque il prezzo di ciascun uovo per questa è 
45 

; ed al contrario il prezzo di ciascun uovo della 


stato 


prima sarebbe 


20 


100 —X 


; però tutte le uova della seconda 


L . , . . 45(100— x) 

nanno dovuto produrle il valore , mentre il 


prodotto di quelle della prima è stato > 


20x 


. ; i quali va- 


100 — X 

lori dovendo essere uguali, produrranno la seguente equazio- 
ne al problema 

45( 100 — .-c) _ 20.r 

* ~100 — X 

cioè 45( 100 — X )’ = 20x* 

o sia 9(10000 — 200x + x') = 4x* 

che risoluta darà per x i due valori 
X = CO 

X =: 300 ’ • 

3G». Con 1 una delle radici ottenute dal risolvere l' equa- 

23 
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zionc al precedente probleina , cioè col numero 60 , sod- 
disfasi ad esso nel modo preciso come è stalo enunciato •, sic- 
ché la prima delle contadine avrebbe portalo al mercato 60 
uova , vendendole ad un mezzo grano , e però la seconda 40 
vendendole a di grano ; il che dà per ciascuna , per 
prodotto della vendita, grana 30. E I’ Eulero che recò un tal 
problema ne’ suoi Elementi di Àlgebra al §. 654 , a questa 
sola radice si attenne . 

366. Ma rimane sempre a vedere cosa voglia significare 
r altra radice 300 , che sembra impropri issima ; e perchè 
venga prodotta dal calcolo. A ciò deciferare basta riQeltcre, 
che il binomio(100 — a.ycsscndo identico aH’altro(x — 100^’, 
r equazione 

4,'>( 100 — a;)’ = 20.P* 

eh’ è quella esprìmente le condizioni precise del problema 
proposto sia identica all’ altra 

45(a: — 100)’ = 20a;’ 

che corrisponderebbe al problema enunciato nel seguente 
modo: Duo contadine portano a vendere al mercato V una 100 
uova più che, l' altra , e ne ritraggono dalla vendita lo stesso 
denar» : ed il resto come nell’ enunciazione superiore. E dal 
maneggio dell’ equazione notala pel problema cosi enunciato 
si olleiTcbbero le stesse radici 300 c CO , delle quali al con- 
trario si vedrebbe chiaramente r uso di quella espressa da 
300 , e rimarrebbesi come insignificante 1’ altra 60. 

E ciò era necessario avvertire , per mostrar sempre piU 
r esatta corrispondenza tra la natura de’ problemi , c la lor9 
equazione caratteristica ; c la necessità di dover ben consi- 
derare i rìsultamenti de’ problemi per ispiegarne 1' uso , eh* 
non sempre , sieno essi aritmetici o gcumclrici , mostrasi a 
prima vista . 

367. Avvertasi anc ira , che rcquazionc ad un tal problema 
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poteva pnre risolversi estraendo la radice qnadrata da ambo 
i membri. 

368. Vi sono de’ casi nc’ problemi aritmetici ne’ quali la 
radice negativa conviene rigettarla ; ed è quando essi corri- 
spondono a’ problemi geometrici ove quella risulta dalla co- 
•truzionc ; poiché in questi ha luogo il silo , che alle quantità 
aritmetiche assolute alTatto non si appartiene. 

Così proponendosi a ritrovare tra due numeri « , i il me- 
dio proporzionale geometrico, sarà esso dinotato da d: \/alr, 
•ve trattandosi di numeri non potrà farsi uso che della sola 
radice positiva -f- \Jab. Ma la soluzione algebrica essendo la 
•tessa sì pe’ dati aritmetici,' che pe’ geometrici, cioè sì pe’nu- 
neri , che per le rette, non poteva il risultameuto per 1’ una 
e*8cr diverso da quello per l’ altra ; c però doveva apparir- 
vi ancora la radice negativa , la quale nella costruzione geo- 
metrica del problema esprime l’un’ ordinata del cerchio, cOn 
eoi costruiscesi un tal problema , opposta all’ altra. 

Intanto di ^questo argomento può per ora bastare quanto 
•e n’ è detto , serbando il complemento di esso alle conside- 
razioni su'problemi geometrici, delle quali è ampiamente trat- 
tato nell’ Invenzione geometrica , e nelle dissertazioni inse- 
rite nel voi. I. degli Opuscoli matematici . 

E per dire anche qualche cosa delle radici immaginarie \ 
•he come si è veduto indicano l’ impossibilità del quesito di- 
pendente da’ dati per la quantità loro , o dalle condizioni 
proposte , che nel primo caso può correggersi modificando 
quelli , e quindi aversi per un impossibilità relativa , giacché 
la grandezza de’ dati non cambia il problema ; nell’ altro ca- 
so modificando una condizione del problema , nel qual caso 
•ambiandosi il problema 
saluta pel proposto. 

Di questo trattato n è 
dal 1&V2. 


in un altro, l ’ impossibilità era as- 


sisti già pubblicata la prima parte lìo 
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Un esempio del primo caso l’ offre il problema i 
Dividere il numero a in due parti, sicché il loro prodot- 
to pareggi b : 

Le cui radici , procedendo in risolverlo nel modo che si è 
tenuto nel problema li. ( 358. ) , sono indicate da 

a ± V( a’ — 4i*) 

2 


c però reali, e quindi possibile il problema finché 44’ ^ o 


o sia 4 ^ , nel qual caso il prodotto delle parti del nu- 

mero diventando matsimo (p.El. II. ) , si vede bene che al di 
là di tal supposizione il problema debba risultare impotsìbi- 
le ; il che viene indicato dal V(“’ ” ^’) > diviene im- 
maginario . 

369. L’ altro caso d’ impossibilità assolata potrà osser- 
varsi nel seguente 


Pboblema V- 


370. Binvemr due numeri , taU che la loro somma , il loro 
prodoUo yC la somma de’ loro quadrati sia la stessa. 

Soluzione. 

Indicando con x , 7 ' i richiesti numeri , si avranno le se- 
guenti equazioni al problema 

r = */ 

11 » X y x' +/’ 

dalla I* delle quali presa l’ espressione della j nella x so- 
stitncndola nella 11 * , si ha dopo le convenienti riduzioni 

a* — 3x -j- 3 = 0 

die risoluta dà 
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e quindi 


3±V — 3 

X s ^ 

2 

3qp V — 5 
y =— ^ 


i quali valori delle x ,jr , sebbene sembrino due per ognu- 
na , pure non ne rappresentano ebe un solo , scambiandosi 
pel segno 1’ un valore dell' una incognita con quello dell’ alt 
tra sempre contrario. £ volendo di fatti verificare il problc- 
pia co’ seguenti valori di x , j , cioè 

_3 + V — 3 3_y_3 


si ha 


3+V— 3 3— V— 3 _ 6 

2 2 2 


= 3 


3+V-3 3-V-3 _ 9+3 _ , 

2^2 4 

^3+V— /T3— V-3^‘ 9+6V— 3+9— CV— 3-® _ 

V~2 J / ~ k T 

Da che si vede , che le espressioni algebriche ottenute sod- 
disfino al problema, sebbene questo sia di sua natura impos- 
sibile . Imperocché essendo 


*’ + / = *7 

si avrà, togliendo di comune 2xy 

x' — 2xy -j-y =— xy 1 

c quindi » — y =z±\/ — xy 

vale a dire la differenza tra due numeri che suppogonsi reali 
espressa da una quantit'a immaginaria. 

In questo caso risultando l’impossibilità dalla condizione 
del problema sarelrbcsi potuta distruggere cambiando tal con- 
diziuiie iicir opposta, e cercando però che invece della som- 
ma *’ +_y’ xy fosse la differenza x' — y' — ■ Nel 
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qnal caso risolvendo il problema si sarebbero oltenati'per le 
X ^jr ì valori reali 

3 ± V 5 

X ss I II II II I ■ 

2 

1 ± V 5 

y= 2 . 

co’ quali presi o co’segni superiori , o con gl’ inferiori ti tod> 
disfa al problema. 
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CAPITOLO XI. 

AtCDIU rnOBLEMI ABITHETICl DI SECONDO GRADO. 

371. Per adempiere allo stesso scopo indicato nel princi- 
pio del cap. TU. ( 309 ) , recherò qui un numero di proble- 
mi del 2° grado , da’ quali , come pur ivi mi proposi , cer- 
cherò trarre non solo rischiaramenti alle dottrine precedente- 
mente esposte ; ma ancora qualche nuova regola per più ade- 
guatamente risolverli . 

PnOBLEKA 1. 

372. Si cerca un tal numero , che il prodotto di esso accre- 
seiuto di 5 , per lo stesso nùnorato di 5 sia uguale a 96, ■ 

Soluzione. 

Sia X il numero cercato : l’ equazione al problema sari» 

(x 5) (* — 5) = 96 


cioè 

x' — Tùsz 96 


*’ = 121 

ed 

X = + 11 


Sicché ad nn tal problema soddisfa il numero 4-11- Di fatti ' 
essendo 11-f-5 = 16,cd 11 — 5 = 6, si trova che il 
prodotto 16x6= 96. 

E siccome la natura di un prodotto positivo è tale che esso 
può risultare anche da due umneri negativi per fattori (44) ; 
perciò r equazione al problema doveva anche comprendere 
questo caso. Di fatti l’equazione ad esso risoluta ha dato l’al- 
tro numero— 11, col quale si ha, per un de’ fattori del prodot- 
to 96, 11 -|-5 = — 6, cpcrraltro — 11 — 5= — 16. 
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l^BOBtraA II. - 

373. Alcuni negosianti *tabilUcono un agente per un torà 
commercio in società , con la condizione Ira essi, che ciascurt 
associato contribuisca tante volle 1 0 scudi , queati é il loro 
numero . Il prò fitto deW agente è fissalo a due volle tanti scu- 
di per 1 00 , quanti sono gli associali ; e moltiplicandosi la 

pnrie del suo guadagno totale por2-g- ne risulterà il 

numero degli associali . Si dimanda qual sta un tal numero ; 

\ 

Soluzione. 


Sin qncsto onmero == x ; e poiché ciascaa associato hd 

Bommitiislrato lOx , il capitale intero sarà = lOx’. Or per 

ogni 100 scudi i’ agente guadagna 2x ; il suo profitto è dun- 

1 1 
qne pel capiule lOx’.La -;j-qq questo gua- 

1 , , . . , 2 20 
dagno è , che moltiplicato per 2— , cioè per — . 

dà - ^1— z’ = a:’, espressione che dovendo pareggiare 

il numero x degli associati , si ha quindi l’ equazione 



ossia X* =s ^25z 

la quale schhenc sembri apparentemente del terzo grado ; pd- 
re perchè si può dividere per x si riduce subito ad 
' *• = 22S 

ed z = db 1 5 

374. La prima di queste radici cioè -f 1^ soddisfa al prò* 
blema, e dà il numero che cercavasi degli associali , ciascnn 
de' quali ha perciò contribuiti 150 scudi . L’altra — 15 è 
un muserò negativo , che soddisfcreUie al problema , se fos- 
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Problema IV> 

ZGk.Due contadine portano a vendere 100 uova nell insie- 
me ; ma la prima ne ha più della seconda ; c pure ne ricavano 
lo stesso denaro . Or la seconda dice alla prima , se avessi 
io avute le lue Uova ne avrei cavale grana 45 , e questa le ri- 
sponde se io avessi vendute le tue ne avrei tratte sol grana 20. 
Si vuol sapere quante uova aveva ciascuna. 

Soluzione. 


Foogasi X il numero delle nova della prima ; sarebbero 
100 — X quelle della seconda . Or questa se avesse vendute 
le uova della prima al prezzo delle sue ne avrebbe cavalo 
grana 45. Adunque il prezzo di ciascun uovo per questa è 

stalo — : ed al contrario il prezzo di ciascun uovo della 

X 


prima sarebbe 


100 —X 


; e però tutte le nova della secon- 


, . , j t 45(100 — x) 

da hanno dovuto produrle il valore mentre il 

20x 

prodotto di quelle della prima è stato ^ ; i quali va- 

lori essendo uguali produrranno la seguente equazione al pro- 

45(100 — x) 20.r 
blema > — ^ — - 

X 100 — X 

cioè 45(100 —x)’ = 20x* 

o sia 9(1 0000 — 200x -f x>) = 4,r' 

che risoluta darà per x i due valori 

X = 60 

X = — 300 

Vale a dire che poteva la prima delle contadine aver portate 
CO uova , e V altra 40 ; o pure la prima averne porta le 300, 
e la seconda 200 , cambiando però la condizione di somma 

23 


Digitized by Google 



*78 


analisi algebrica 

100 delle uova in differenia 100 di esse. E di falli sara fa- 
ede verificare il problema con que' due numeri , cioè con 60 
uova c AO , o pure con 300 c 200 , modificadone l' enuncia- 
zione nell’ anzidello modo. 

365. Ed era necessario die ciò si avvertisse , da valere 
ancora in tanti altri casi ; poiché da distinti analisti si suole 
in questi casi rigettare la radice negativa , come inammmi- 
bilc , contraddicendo maiiifestamcntc ed alla natura del pro- 
blema , cd a ciò che per la radice negativa ne’ problemi a- 
litmctici di 1” grado è stalo stabilito , ed a’ risullamenti e- 
satti e generali che dà T analisi algebrica : la qual cosa se 
era condonabile a’ primi analisti italiani , che dissero i/re- 
jwin.liili le ladici negative de’ problemi , c però le rigcllato- 
l ono , non doveva alfulto passarsi sotto silenzio nello stato 
attuale dell’ Analisi algebrica. E densi ancora avvertire , che 
per tal modo si verrebbe a stabilire una diversità tra i ri- 
su'.tanicnti geometrici di;’ problemi , che possonsi sempre 
costruire sieno positivi, sieiio negativi , c quelli de’ proble- 
mi aritmetici. 

366. Ed avvertasi ancora, che 1’ equazione ad un tal pro- 
blema poteva pure maneggiarsi come quella del problema 
precwlente riduccndola a 

(100 — a-)* _ 20 _ 4 

dalla quale, estraendo la radice da ambo i membri avrebbesi 


100 — X 2 



367. È noterò anebe a questo proposito , che quando in 
problemi di simil fatta sembri dillicile,o si trovi strano luso 
della radice negativa, e che convenga però rigettarla pel ca- 
so proposto , a ravvisarne la genuinità conviene dare al pro- 

Veggasi il dùtono prcliminart • 
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blema la forma generale ed astratta , da togliere al risulta- 
mento negativo quell’ aspetto paradossale ebe sembra ajipu' 
rentcmcnle avere. 

Cosi nel caso presente , per non produrre altri esempi , il 
problema si avrebbe potuto trasformare nell’ ahro astratto : 

Dividere il numero iOO in due parli , tali che il quadrato 
deir una stia a quello deW altra come 45 a 20. 

Nel qual caso si vedrà la soluzione negativa corrispoodcre 
al problema affine di : 

.Accrescere il numero dOO di tal quantità , sicché il qua- 
drato di questa stia a quello della medesima insieme col nwite- 
ro 100 come 20 a 45. 

0 ancora enunciandoli complessivamente . 

Assegnare un numero , che sollralto o aggiunto a iOO dia 
tal differenza o somma, che il quadrato di questa stia a quello 
del numero cercato come 20 a 45. 

3G8.VÌ sono però de’ casi ne’ problemi aritmetici ne' qua- 
li la radice negativa conviene rigettarla ; ed è quando essi 
corrispondono a’ problemi geometrici ove quella risulta dalla 
costruzione ; poiché in questi ha luogo il sito , clic alle 
quantità aritmetiche assolute alTallo non si appartiene. 

Cosi proponendosi a ritrovare tra due numeri a , l> il me- 
dio proporzionale geometrico, tara esso dinotato da ± \/ uh, 
ove trattandosi di numeri non potrà farsi uso che della sola 
radice positiva -p ah. Ma la soluzione algebrica essendo la 
stessa si pe’ dati aritmetici, che pc' geometri ci, cioè si [ic’uu- 
meri , che per le rette, non poteva il risullamcnlu per I' una 
esser diverso da quello per l’ altra, e perb doveva api>arirvi 
ancora la radice negativa, la quale nella costruzione geome- 
trica del problema esprime 1’ uu ordinata del cerchia , con 
cui coslruisccsi un tal problema , opposta all' altra. 

Intanto di questo argomento può per ora bastare quanto 
se nè detto, serbando il complemento di esso alle consider.a- 
xioni su’ problemi geometrici delle quali c ampiamente trat- 
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tato Dcir/iitwn:tone geometrica , o nelle dissertazioni inte- 
ritc nel voi. I. degli Opuscoli matematici. 

£ per dire anche qualche cosa delle radici immaginarie , 
che come si è veduto indicano l’ impossibilità del quesito di- 
pendente da’ dati , o dalle condizioni proposte, che nel pri- 
mo caso può correggersi modificando quelli , e quindi aver- 
si per un' impossibilità relativa, giacché la grandezza de’ da- 
ti non cambia il problema ; nell’ altro caso modificando una 
condizione del problema, nel qus\l caso cambiandosi il pro- 
blema in un altro , l’ impossibilità era assoluta pel proposto. 

Un esempio del primo caso 1' offre il problema : 

Ditidcrc il numero a in due parli, siechc il loro prodotto sia b', 
le cui radici, procedendo in risolverlo nel modo che si è te- 
nuto nel problema li- (358.) , sono indicate da 

fl ± V («’ — /•*') 

'Z 

e però reali, e quindi possibile il problema finché 46’ ^ a' , 

• 

0 sia ) "él qual caso il prodotto delle parti del numero 

diventando TOos-simo (5. Et. IL) , si vede bene che al di là di 
tal supposizione il problema debba risultare impassibile; il che 
viene indicato dal \J{ a' — 46’ ) , che si £t immaginario . 

3r<9.l,’ altro caso d’impossibilità assoluta potrà osservarsi 
nel seguente 

Problema Y. 

370. Ixinvenir due numeri , tali che la loro somma , il loro, 
prodotto, c la somma de’ loro fjuadrati sia la stessa. 

Soluzione. 

Indicando con .r , ^ i richiesti numeri , si avranno le M- 
guenti equazioni al prùblema 

Di questo trattato n'é stata già pubblicata la prima parte. 
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I* X -{-y =z ay 

II» x+jr = x‘ +/ 

dalla I» delle quali presa l’ espressione della y nella x , o 
sostituendola nella II», si ha , dopo Io conTenienti riduzioni 
x' — 3x + 3 = 0 

che risoluta dh 

3±V— 3 

X == i 

2 


... 3 qc V — 3 

e quindi y = — 2—^ 

i quali valori delle x , , sebbene sembrino due per ognu- 

na , pure non ne rappresentano che un solo , scambiandosi 
pel segno 1’ un valore dell' una incognita con quello dell’ al- 
tra sempre contrario. E volendo di fatti verificare il proble- 
ma co’ seguenti valori di x , / , cioè 

3 -f. V— 3 3 — V_3 

* o " - > J' o 


si ha 


3+V— 3 . 3— V— 3 
2 2 



3+V-3^3_V-3 9-f3 , 

—2—^ — = = ^ 

^ 3-PV-3 j^. ^ ^-V-3 y_ 9+6 V-a-p9-6V-3-6 _ ^ _ 

Da che si vede, che le espressioni algebriche ottenute sod- 
disfino al problema , sebbene questo, sia di sua natura impos- 
sibile. Imperocché essendo 

x’+/=xjr 

si avrà , togliendo di comune 2x^ 

x’ 2xy + y’ =z — xy 
e quindi x — y = ± — xy 

vale a dire la differenza tra due numeri che suppoDgonsi rea- 
li espressa da una quantità immaginaria. 
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In questo caso risultando V impossibilità dalla condizione 
del problema sarebbesi potata distruggere cambiando tal con- 
dizione nell’ opposta, e cercando però che invece della som- 
ma a:* -f- y’ = ay fosse la differenza — y' = xy . Nel 

qual caso risolvendo il problema si sarebbero ottenuti per le 
a; , / i valori reali 

3±V'5 

*=— ir- 
li V5 

y^—2— 

co’ quali presi o co’ segni superiori , o con gV iufcfiori si 
■oddisfa al problema. 
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CAPITOLO Xh 

AlCtNI PROBLEMI ARITMETICI DI SECONDO GRADO. 

37 1 . Per adempiere allo stesso scopo indicato nel princi- 
pio del cap. TU (309.) , reeberò qui un numero di proble- 
mi del 2° grado , da’ quali , come pur ivi mi proposi , cer- 
cherò trarre non solo rischiaramenti alle dottrine preceden- 
temente esposte ; ma ancora qualche nuora regola per piìi a- 
deguatamente risoirerli . 

Problema I. 

372. Si cerca un tal numero, che il prodotto di esso accre- 
sciuto di 5 , per lo stesso minoralo di 5 sia uguale a 96. 

S olu zi 0 ne. 

Sia X il numero cercato : 1' equazione al problema sarii 
(a: -1-5) (x_.5)=96 


cioè 

a:’ — 25 = 96 


a:’ = 121 


* = ± 11 


Sicché ad un tal problema soddisfa il numero -f 11. Di fat- 
ti essendo 11-f-5=:16,ed11— 5 = 6, si trova che il 
prodotto 16x6 = 96. 

E siccome la natura di un prodotto positivo è tale , che 
esso può risultare anche da due numeri negativi per fatto- 
ri (44) ; perciò l’ equazione ai problema doveva anche com- 
prendere questo caso. Di fatti I’ equazione ad esso risoluta 
ha dato l’ altro numero — 11, coi quale si ha, per un dc’fat- 
tori dei prodotto 96 , — 1 1 -{- 5 = — 6 e per l’ altro 
— 11 — 5 = — .16. 
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Frobleiia 11. 

373. Alcuni negosianli slaliliscono un agente per un loro 
commercio in società , con la condizione tra essi , che ciascun 
associalo contribuisca tante volte 1 0 scudi , quant’ è il loro 
numero. Il profitto deW agente è fissato a due volle tanti scu- 
di per 400 , quanti sono gli associati ; e moltiplicandosi la 

4 2. 

parte del suo guadagno totale per 2-^ ne risulterà il 
400 " 

numero degli associati. Si dimanda qual sia un tal numero. 
Soluzione. 


Sia questo numero = x ; e poiché ciascun associalo ha 
somministrato lOx , il capitale intero sarà = lOx’ . Or per 
ogni 1 00 scudi l’ agente guadagna 2x j il suo proGtto è duo- 

1 1 
que— x’ pel capitale 1 0x* . La parte di questo gua- 


1 . 2 20 
dagno è — — x*, che moltiplicalo per 2 -g- , cioè per -g 

dui! V ^9 

dà = ' 2 ^*’ espressione che dovendo pareggiare il 

numero x degli associati. Si ha quindi 1’ equazione 
1 


225 


-X' X 


ossia x’ = 225x 

la quale sebbene sembri apparentemente del terzo grado; piH 

re perchè si può dividere per x si riduce subito ad 


ed 


X* s= 225 
X — ± 15 


374. La prima di queste radici cioè + 15 soddisfa al pn>* 
blema, e dà il numero che cercavasi degli associali, ciascun 
de’ quali ha perciò contribuiti 150 scudi . L’ altra — 15 è 
un numero negativo , clic soddisferebbe al problema, se fos- 
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se sUto proposto in numeri astratti ; ma trattandosi di un 
numero di nomini associati , la radice — 1 5 niente signifi- 
ca, e quindi si trascura. 

PaOBLBUA III. 


ZT 5. Ritrovare due numeri la differenza de’ quali sia a, $’l 
prodotto b'. 


So luz i One. 


Sia X il minore de’ numeri cercati, l' altro di essi, il mag-^ 
giore, verrà dinotato da x -f a, e ’l loro prodotto da x’-j- or. 
Quindi r equazione al presente problema sarà 
x‘ -J- ox = A* 

che risoluta (342.) dà 

^ — a ± V («• 4AQ 

2 

de’ quali due valori della x 1’ uno è positivo , 1’ altro negati* 
vo ; ed il primo si vede chiaramente che soddisfi al proble- 
ma , ma non ben si comprende 1’ uso dell’ altro , che però 
pur soddisfa all’ equazione d’onde deriva. 

376. Per venire in chiaro di ciò, riOetlasi che la supposi* 
zione fatta di .« come il minore de’ numeri cercali è stata ar- 
bitraria , potendosi egualmente indicar con x il maggiore di 
essi, nel qual caso l’ equazione al problema sarebbe stata 
x’ — ax ~ b' 


e la 


a ± \/ (a’ -f- 4A’) 
2 


Or questi valori della x sono identici a quelli ottenuti con 
la prima supposizioue fatta di x pel minore de’ numeri cer- 
cati , ma inversameule presi ; di tal che il primo di questi 


cioè X : 


fi + V(®’ + 4A’) . , • -1 11- I 

; è lo stesso che il secondo di quel- 


li col segno cambiato ; e similmente il secondo di questi cor- 
risponde al primo di quelli col segno contrario. Si vede da 
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ciò che il secondo risullamento negativo nelle due 8oluzto> 
ni , non sia altro che la correzione della supposizione arbi- 
traria già fatta nel cominciar la soluzione , indicando quel 
segno, che debbasi cambiar tal supposizione nella contraria ; 
ed allora la quantità cui è proposto divien positiva , cioè 
soddisfa al problema presa col segno contrario a quello che 
risulta dall'equazione. 

377. Qoantun(|Ue dell’ eliminazione tra equazioni compo- 

rle debba trattarsi altrove a disteso , non bo stimalo però 
sconvenevole recar qui qualche problema che conduca a sif- 
fatte equazioni , che l’eliminata di esse possa facilmente ot- 
tenersi con melodi particolari assai ingegnosi , e degni di 
essere attentamente considerali, tanto più che già si trova d| 
ciò dato un esempio nel 370. Per tal modo i giovani si co- 

minccranno di buon’ ora ad aguzzare I’ iiitendimeoto per gli 
artifizi di analisi , ebe convcnevolmene adoperali possono con 
vantaggio guidarli alla ricerca de’ valori dell' iocogoiU . 

t, . . 

PnOBLEMA IV. 

378. Kilrovare Ire numeri , dati i tre quozienti che nasco- 
tw da ciascun prodoUo di due di essi diviso pel terzo. 

Soluzione. 


Sieoo n,6,c i tre quozienti dati, e s' indichino per 
i tre numeri cercati ; avranno luogo le tre seguenti equazioni 
•l problema 




Calle quali equazioni si avranno, moltiplicandole doe a due, 
le altre tre seguenti , 


^IV* x' = ab Y* y' = ac VI* z’ = bc 

cioè JT = ± y oi z= ± ac ; = ± Y'' 4e 


Digitized by Google 



eUmentare 


187 


379.Sebbeoe veggansi i valori delle tre incognite contras- 
segnali dal doppio segno , è però chiaro , che volendo at- 
tenersi al richiesto nel problema , convenga dor loro il sol» 
segno ; poiché non v’ha quantità assoluta negativa (25.). 
Che se però vogliasi più aslraltamenle considerar la cosa , 
e però tener conto eziandio del valor negativo di ciascun 
di tali numeri non possa mai prendersi ad un tratto il se- 
gno — per essi ; ma che debban due aver sempre io stesso 
segno , sia positivo , sia negativo, 

PioblemaV. 

380. Eitrovar due numeri essendo data la somma de' loro 
quadrali , e ’/ loro prodotto. 

Soluzione. 

Sia quel prodotto espresso da b’, e da a’ la somma de' qua- 
drati de’ numeri richiesti , che dinotinsi per x, y ; si avran- 
no le due condizioni del problema espresse dalle seguenti 
equazioni 

1 * a:’ -J- j’ = a' 

II* X y — ù' 

• però 2 xy = 26* 

equazione che sommala una volta , ed un’ altra volta sottrat- 
ta dalla 1* darà le due altre 111* e IV* 


111* 

x’+2ay+y’ = 0 ’ -J-26* 

cioò 

(x -|.^)*=o*.t.26* 

ed 

X = ± V>' +26*) 

IV* 

X* — 2 x 7 ^ + j'= 0 ’ — 26* 

cioè 

I 

( 2 , 

II 

r 

(O 

«d 

x—y = ±V(«’-26*) 


F, sommando una volta le espressioni di x -p 7 " , x — r , rd 
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0 D> volta sottraendo qnesta da quella si avrà finalmente 

± V (a' + 2A’) ± V ( «’ — ^’) 

* ■” 2 

_ ± V («’ + 2*’) :f V ( «' — 2i*) 

^ ~ 2 

che sono i nnmeri cercati . Ed essi , come vedesì , sono gli 
stessi per le x, y, ma con varia combinazione di segni, come 
doveva risultare ; poiché non rilevandosi dalla soluzione del 
problema qual de’ numeri s’ indichi precisamente perx, qua- 
le per^ , debbo il risultamento di esso esser tale da poter i- 
scamliar l’ uno nell’ altro . Se non che , come si è detto , 

pmdendoà + + V 

d„eri.«lun, 

^ 2 

e viceversa . Sicché comprendesi , che sebbene vi appajano 
pel segno -f- del primo radicale due valori per la x , e due 
per la y ; essi non sono però che un solo per l’ una , ed un 
solo per r altra . 

381. E similmente si vedrebbe scambiarsi I’ uno per l’al- 
tro i valori della x c della y , prendendo il segno — del pri- 
mo radicale , c combinandolo col segno ± del secondo. Nel 
qual caso perù i numeri richiesti risultano negativi. 

382. Che non possa poi combinarsi un de’ primi valori 
della X con uno de’ secondi della si rileva dal vedere che 
risultando 1’ un positivo 1’ altro negativo , il loro prodotto 
sarebbe negativo (45.) , mentre si è supposto essere -|- b'. 

383. E da queste considerazioni risulta confermata al pre- 
sente problema la natura di 2° grado, eh* è quella che le ap- 
partiene . 
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Fhoblema vi. 

S84. Ritrovar due numeri , de' quali tia noto U prodotto , 
m la differenza de' loro quadrali. 

Soluzione. 

Chiamando a' la differenza di que’ quadrali , e i‘ il pro- 
dolto dato ; le equazioni al problema saranno 
1* x’ • — y' — 

II* X jr = b' 

e moltiplicando i termini della seconda , per 2^—1 e poi 
sommandola alla prima , si avrià 1’ equazione 

III* x’—f-{. 2xy V— 1 = a’ + 2A*V— < 

cioè (x+y V— i)’ = a* +2A* V— I 

ed ^ y V — 1 = ± V (“’ + 2^’ V*” ^ ) 

Similmente si sottragga la II* equazione apparecchiata nel 
sopraddetto modo dalla I*, si perverrà ad avere la 
IV* x—y\j—\z=:±\l{a' — 2b'\l—\). 
Adunque sommando una volta le equazioni III* e IV* , ed 
g ’ altra volta sottraendo la IV* dalla III* , e dividendo il 
primo risultamcntoper 2 , e ’l secondo per 2\J — 1, si avrà 

Via' + 2A* V - 1) + ^ (a* - 2A* V- l) 

^ ~ - - 

2 


V (n* + 26- V — 1) - C«* — 24* V- 1) 



"R questi valori di x, y sebbene in forma d’ immaginari^ sono 
però reali , come si rileva dal §. 216 , e vi ha auclic casi , 
ne’quali da ciascuno di que’ binomi sotto il segno radicale si 

Untai ripiego si presenta subito agli occhi di chiunque conosca 
la forma trioomia del quadrato dì uu binomio con un termioe imma- 
ginano , come * + y V — I • 
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può estrarre la radice , come in appresso sarà mostralo. 

385. Chiuderò il presente capitolo di esercitazione per le 
equazioni di secondo grado, con dimostrare la formula di Hal- 
ley, di cui si è fatta parola nello scol. al §.213. 

Volendo estrarre per approssimazione la radice n dal hi- 
ooroio a:* ± a , è chiaro che tal radice dovrà esser espressa 
da x’t.p indicando la quantità da accoppiarsi alla radi- 
ce n della a” , allorché questa quantità viene accresciaUi, 0 
diminuita di a . 


Or essendo x ± p = >/ (a:» ± a) 

e quindi (x ± p)* = x" ± a 

si avrà sviluppando la potenza n (190.) dei binomio x db p' 

1.2 


x*±fix*~‘ p + 


P 


= x" ± a 


£ supponendo la p si piccola, che si possano effettivamen- 
te trascurare tutt’ i termini ove essa incontrasi a potenza 
superiore al quadrato ” , si avrà , cancellando 1’ x* ne’ due 
membri della precedente equazione , 

. «(n— 11 

± tix’—'p + — ^x*~’p’= * “ 

1 • <4 

la quale equazione ordinata per rapporto a p come incognita, 
sarà la seguente 

2px 2a 

^ « — 1 (n‘— n)x — 

che risoluta darà 



*’ te qnantilà 1. p , p’, p’ . . . p" essendo io continna proporzio- 
ne ne segue , che se p sia piccolissima rispetto all’ unità , debba esser 
p* piccolissima rispetto a p, p* rispelto a p’, e cosi sempre per le sus- 
secutive potenze . Adunque si vede , che secondo un dato grado di ap- 
prossimazione che si voglia , si possano trascurare nella formola dello 
sviluppo di ( X -{- J” le potenze dip da un tal grado in avanti, come 
nel presente caso si è supposto dai secondo in poi . 
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ove si Tede chiaramente , che i segni superiori debbano arer 
luogo allorché nella formola proposta l’ a è positiva, gl’ in- 
feriori se negativa. E da ciò risulterà geoeralraenle 

^ ti— 2 kTC-^— —2fi— 

n — 1 * V \(n — («' — n) X 

nella qual formola il radicale che vi si comprende è quadra- 
tico, e di esso il primo termine é un quadrato perfetto , e ’l 
secondo è una frazione tanto più piccola, quanto più piccola 
da principio erasi stabilita 1’ a in paragone della x. 

386.L'lIalley, nella sua memoria da noi citata nel §.213^ 
Don recò intorno al presente argomento che semplicemente 
alcune formolo particolari , avendo a dirittura taciuta la for- 
mola generale soprindicata , dopo l’ esposizione della quale 
sarà ben fatto dare qui appresso alcuna di quelle 



£ sarà facile il procedere innanzi nella composizione di 
queste formolo particolari , senza nè anche eseguire la sosti- 
tuzione del valore di n nella formola generale , rendendosi 
chiara la legge con cui procedono i termini di ciascuna for- 
mola particolare, ed i coefficienti de’ medesimi ; ove ai av- 
verta soltanto che quelli del secondo termine del binomio 
sotto al segno radicale sono la somma continuata de'numeri 
naturali 1,2,3, 4, ec. fino a quello ch’è dinotato in ciascuù 
caso da n — 1 , cioè , come sarà detto in appresso , sono 
i numeri triangolari. 
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CAPITOLO XII 


Delle equazioni iiQUADEATicas. 


387. DcF.xiv.CoI nome di equazioni biquadratiche s inten- 
de una specie la più elementare delle equazioni derivative. , 
dette proporz/ona/i da’ primi geometri italiani”, nella quale 
si perviene a risolverle mediante una doppia successiva e- 
strazione di radice quadrata. 

La loro forma è assolutamente analoga a quella del 2* gra- 
do , avendo tre soli termini, de' quali il primo tiene l’ inco- 
gnita al 4* grado , il secondo al 2° grado , con qualunque 
coefficiente , e 1 terzo l'è il termine noto , come la seguente 
a* -f pi’ q= 0. 

388. Procedendo per tale equazione nel modo stesso che 
per quelle del secondo grado, cioè trasportando nel 2* mem- 
bro la quantitè nota q, e tentando 1’ estrazione di radice da 
I* -f pi* si vedrà , che a completare il quadrato di questo 

binomio manchi ^ , cioè il quadralo della melk del coeffi- 
ciente del secondo termine ; e però aggiugnendo tal quao- 
tità a’ due membri dell’ equazione si avrìi 

«• + {- = ± V(f-r) 

e finalmente maneggiando quest' equazione come una purm 
di 2* grado si avrà 

” Vedi il iitione prtUminare . 


ed 

quindi 
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elle potrà ancora variarsi facilmente nc’ segni di p e di ^ , 
secondo quelli che ne avevano le quantità note p , q dell’ e- 
quazione proposta. EJ avvertendo a questi, ed al valore di 
hq relativamente a p’ si potrà di leggieri definire i casi ne’ 
quali i valori della x risultino reali , o immaginari. 

389. E primieramente il terzo termine q dell' equazione 
proposta sia negativo, sicché risulti positivo il \j{p' + kq), 
è manifesto che la quantità ± /< + \/( p’-f hq ) sarà sempre 
positiva , qualunque sia il segno dip ; c però risultino rea- 
li i due valori corrispondenti della x rappresentati da 

*/> + yy + ^^t?) 

mentre al contrarlo prendendo come negativo il \'( p’ -f- ) 

sotto al segno del primo ^ , le duo radici rappresentale da 

±>\j - ~ 

risulteranno immaginarie. 

390. Che se la q essendo positiva nel terzo termine dell’ 
equazione , si trovi perù negativa nel \/(p’ — Uq ) , conver- 
rà in tal caso riguardare al valore di hq relativamente a p’; 
di tal che essendone minore , continueranno le radici ad es- 
sere come nel caso precedente ; ove siagli uguale , le quattro 
radici sì ridurranno a quelle risultanti da 

± v±|- 

e però due di esse rappresentale da 

+ V+ ^>“‘^“ +V — y 

dne altre da — \/ -f , o da — \f — ^ 

Àt jL 

-9 Questa specie di radicali , ohe ne comprendono altri sotto del xe- 
jno y , come V( a Ì Và ), V(a + Vò + Wc ). . . dicevansi da 'pri- 
mi analisti italiani «nicmali > o ixjati ì la qual prima denominazione 
ancora ritengono . 
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e quindi o lutlc quattro reali , o lulte quattro imnagiuaric , 

secondo che ^ sia positiva© negativa, cioè il coefficiente p 

del secondo termine dell’ equazione proposU negativo o po- 
sitivo ; ed esse sempre i^ali « due a due , e di segno con* 
trario. 

391 . Ed in questo caso è ancor chiaro che 1’ equazione 
a:* ± px* + q s: 0 

riducasi ad 

± pi’ +-|=: 0 

ove il trinomio rappresentante il 1* membro essendo un qua- 
dralo perfetto, non v’ ha bisogno di alcuna preparazione per 
pervenirsi con F estrazion di radice all equazione 



dalla quale si ha 

392. Finalmente se 4g > p’ , risultando immaginario il 

p* 4^ ) le quattro radici della proposta saranno tutte 

quattro immaginarie 

393. Ritornando ora al caso di V(j»’ *“ 4^) ^««1® » >> ^fi- 
de , che il 

risulti reale , in tutt’ i due casi , mentre 1’ altro 

p± V(p’ — 4^ ) 

sia , in tutt’ i due casi, immaginario. E si vede ancora ( te- 
nendo conto del duplice segno che precede il radicale uni- 
versale ) che ciascuna radice reale o immaginaria ne tragga 
seco un’ altra eguale e di contrario segno. 
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394. La rìsolazione delle equazioni deriralive snddelte 
anolesi anche effeltnare nel segnente nodo analogo al già 
recato ; ma che indicheremo , poiché aniforme al modo di 
rìsolnzione che in appresso dovremo tenere per lotte le e> 
quazioni derivative. 

395. Sia r equazione 

X* + jar* — 5 = 0 

e s’ indichi la x* per/, si avré la x* espressa da/’ , e però 
con la sostituzione di /*, / invece di x*, x* nella proposta , 
essa prenderà assolutamente la forma delle equazìooL di 2 ” 
grado , cioè 

y +f>y-3 = ‘» 

che risoluta (3A2.) darà , 

__ — p±V(p* + !*qì 

y ~ 2 

ove riponendo la x* invece della / si avrà l’ equazione pura 
del 2 * grado 

_ — P*V(P’ + M) 



dalla quale per 1 ’ estrazion di radice si Ih 

X =± 

io cui la combinazione de’ doppi segni potendo eseguirsi in 
quattro diversi modi si v^ranno però ad avere per la x 
quattro diversi valori, ciascun de’ quali potrà soddisfare al- 
r equazione proposta. 

396. E facile vedere, che prendendosi per valori deUa x i 
due col segno + del secondo radicale , e moltiplicandoli tra 
loro si abbia 

+ P— V(f ’ + 

2 

e facendo lo stesso per gli altri due col segno — di r|n. 1 


Digilized by Google 



I g6 analisi algebrica 

radicale risulti 

+ p + VCp* + M) 

•i 

e che dalla somma di questi due prodotti risulti -f-p , dal 
loro prodotto — q , cioè , che : 

JjU somma del prodotto delle radici ottenute per f equa- 
zione . 1 * -f pz' qz=o -, a due a due , prese nel modo indi- 

cato, affinchè in tuli i casi questo risulti reale, si ha il coef- 
ficiente p del termine ov è la z‘ j e dal prodotto di tutti e 
quattro ottiensi il termine noto q . 

II che si vedrà io appresso conseotire con quello che di- 
nioslreiemo su tal proposito per le equazioni in generale. 

397.1 seguenti problemi mentre serviranno di convenevole 
esercizio della teorica esposta , continueranno a diffonderò 
maggior luce sulla natura de’ problemi , eh’ è lo più impor- 
tante argouiciilo dell’ Analisi algebrica. 

1 ’ Il O B L E M ,V I . 


vogliono due numeri quadrati , la cui somma sia 5, 
c / prodotto 4. 

S 0 I u z i 0 n e. 


Dinotancloiic 1 uno per a:’, 1’ altro sarà 5 — x' , c 1 loro 
proilottu 5a ’ — x‘‘ , che darà luogo all equazione 
X* — 5x' -f 4 = cf 
ia quale ri.solula darà 

a. A / 5 ± 

X = ±'\J 

dalla quale espressione , combinando i doppi sogni ne’ quat- 
tro modi diversi , si ha 


, a-= 1 , 




cia.seuua delle quali radici soddisfa all’ equazione, ed al pro- 
blema, dando pe' numeri richiesti 1 e 4. E si vede pciò che 
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possa il medesimo ricevere quattro diverse soloziout , corri- 
apondenli nel numero al grado della sua equazione. 

399. Che se l’ equazione a maneggiare fosse stata 

X* -|- 5x’ -f. 4 = o 

la X sarebbe risultata espressa nelle quattro forme diverse 

= 2\/ — 1, X = — 2 y — 1, X = V — = — V — ^ 

ciascuna delle quali essendo immaginaria , avrebbe indicata 
r impossibilità del problema cui corrispondeva quell’ equa- 
zione . 

Di fatti un tal problema sarebbe stalo il seguente : 
Rinvenire due numeri quadrati., la cui somma fosse — 5, *’l 
prodotto 4, 

la cui impossibilità è manifesta , mentre non v’ ha numeri i 
cui quadrati possano risultar negativi (44.) , e dare però 
luogo ad una somma pegativa. 

Da che rimane ancora confermato il già detto ne' 3G8, 
e 370 , perla trasmutazione delle radici immaginarie di un 
problema in reali , con 1’ inversione di qualche condizione ; 
come di fatti nel presente, invertendosi la somma — 5, nel- 
I’ altra -f 5 . 

400. E risolvendo il seguente analogo problema : 
Rinvenire due numeri quadrali la diffbrenza de' quali sia 5, 

c ’/ prodotto 14. 

L’ equazione ad esso sarebbe stata 

x‘‘ -f- 5x’ — 14=0 
cd i valori della x i seguenti 

x = ±V 2 , x=±V— 

due de’ quali essendo reali , indicano la possibilità del pro- 
blema , e ne danno le soluzioni corrispondenti ; due altri es- 
sendo immaginari oc dinotano 1’ impossibilità ; e pare che 
stal)ìliscaiio una contraddizione co’ primi. 

40 1 .A togliere questa difficoltà, nel presente caso, convien 
rammciitarsi ciò che fu detto nel §.143 , circa la natura del- 
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la quantità iouaagÌDaria , che fu riposta nell’ impossibilità 
dell’ operaiioue che si voleTa eseguire sulla quantità reale 
che TÌ dava luogo ; di tal che un’ operazione contraria vale- 
va a restituire la quantità reale. Or è noto che può benissi- 
mo un quadrato reale nascere ancora da una radice immagi- 
naria ; e nel problema presente trattasi de’ quadrati de’ nu- 
meri che si cercano , e non di essi numeri . Adunque era 
conveniente che V equazione al problema , la quale dee dar 
quelli , e non questi esibisse non solamente i due valori reali 
che potevan loro corrispondere, ma ancora le due espressio- 
ni immaginarie , che davano anche lu<^o a quadrati reali. E 
con un simile ragionamento , convenevolmente fatto , si po- 
trà trovar via a deciferare lo stesso in casi analoghi di altri 
problemi. 

Probleha li. 

402. Ritrovar due numeri U cui prodoUo sta 4', ed a’ la som- 
ma de loro quadrati **. 

Soluzione. 


Dinotando l’ un numero per x, l’ altro verrà espresso da 
— , e per r altra condizione del problema avrassi 


cioè 

d' onde si ricava 


**+V =“* 

X 

— a’ x’ -J- i* = 0 


i quali quattro valori della x risulteranno reali o immagina- 


Lo (lesM che il problema 5. del cap. prec 
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ti , secondo che sia tale V(a* — 4i*) , cioè osi» 

26'<a\ 

403. Senza ritornar sulle stesse cose già dette ne’ $§.380. 
e 381, accenDeremo che i valori della y sieoo compresi nel- 
la medesima forinola che dh quelli della x , senza esser bi- ^ 

sogno di determinarli pm* mezzo dell’ equazione^ ; e 

solamente con la permutazione di segni in qne’ $$. indica- 
ta : sicché la presente soluzione sebbene sembri offrire quat- 
tro valori diversi per la x , non ne dà realmente che due , 
permutando tra loro i numeri x,y. £ per riguardo alle com- 
binazioni in cui questi risultano 1’ un negativo 1’ altro posi- 
tivo si vede non doverne far uso , nè corrispondere esse al 
problema , non potendo dalle medesime ottenersi il prodot- 
to t' positivo come si è supposto. 

404. Mei modo stesso risolvendosi l’ altro problema ana- 
logo già trattato nel $.384, si avrebbe 


sulla quale formola posson farsi le stesse precedenti consi- 
derazioni. 

405. Questi due problemi sonosi qui di nuovo recati non so- 
lo per esercizio nel maneggio delle equazioni biquadratiche , 
c per sempre più comprovare rimmutabilità di natura de’ pro- 
blemi nella corrispondenza tra ’l numero delle soluzioni , 
e ’l grado dell’equazione cui perviensi , ed in oltre per mo- 
strare che in taluni casi se questa alla natura del problema 
non sembra corrispondere , ciò è effetto del non proprio ri- 
piego dall’ analista preso in trattarlo : ma ancora perchè de’ 
risultamenti di essi dovremo utilmente valerci nel capitolo 
seguente. 
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CAPITOLO Xlir. 

Dell' estbaziome di radice da' binoiii . 


AflG. Def-xv. Con la denominazione di binomio inlcndesi 
ordinariamente dagli analisti , ogni espressione (52.) com- 
posta da due termini , l’ un de’ quali almeno sia radicale 
E qui più specialmente trattasi dì quelli a radicali quadra- 
tici , e perù della forma <i ± \/A , a \/b, ai b \/ — i, 
\/ a ±b\f — 1 , da’ quali si voglia estrarre la radice quadratica. 

407. L’ occasione di anticipar qui questa parie di tratta- 
zione , che dovrà in appresso esser generalmente esposta , 
r lia porta lo scioglimcnlo delle equazioni biquadratiche , es- 
sendosi veduto dar esso sempre luogo ad estrarre la radice 
quadratica da un de' binomi sopraddetti , il quale in alcuni 
casi può essere il quadrato pcrfelto di un allro binomio . E 
di fatti lo stesso problema risoluto in un modo nel §. 402. 

La dato la * = ± * V ~ 

mentre con la soluzione del §. 380. si era ottenuto 

2 


c questi valori della x dovendo essere identici a’ primi, deb- 
bono necessariamente essere ciascun dì loro la radice qua- 
drata del corrispondente binomio esistente sotto al segno 
radicale universale de’ primi . La qual cosa potrà ciascuno 
verificare elevando a quadrato questa seconda quantità , da 
ebe risulterà l’ espressione esistente sotto al segno y univex^ 
sale della prima. 

E potrà anclie ciò intendersi dal vedere, che il quadrato di 
un binomio di cui un termine o ancor entrambi sieno affetti 


Veilinot. 18 al disc. prtlim. 
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del segno \] risulti sempre espresso da due parli , 1’ una ra- 
zionale , 1’ altra irrazionale. 

A08. Adunque si vede , che se mai a :k \Jb sia un quadra- 
to perfetto, la sua radice dcbbe generalmente avere la forma 
e però tutta la presente ricerca riducesi ad as- 
segnare una regola da conoscere se a sia un quadrato 
perfetto , ed essendolo , come esibirne la radice , che per la 
.forma più generale s’ indichi per y/x ± . 

409. Or supponendo che sia 

V(« ± \/b) = ± V/ 

si avrà a^y/b = x + ‘^yjxy + / 

il qual pareggiamento non può aver luogo se non sia separa- 
tamente a = X -f y 


yj b = 1yJ xy 

poiché in qualunque altro modo si eseguisse , avrebbesi una 
quantità irrazionale espressa da quantità razionali , ossia che 
quella perderebbe la sua incommensurabilità. 

Essendo dunque a = x-\- y 
y] b 2yJ xy 

t quindi b = tkxy 


ai avra 


X = 


y = 


a-k-yj {a' — b) 

2 4 » 

a — yj {a' — i') 


c però affinchè le x , _y risultino razionali conviene che 
V(a‘ 4) sia un quadrato perfetto, la cui radice essendo h, 

. a -4- A 

sara x =; — ! — — m 

2 

a — A 



4* Nell’ assegnar questi due valori si è preso il solo segno -}- del ra- 
dicale ; poiché adoperandosi I' altro — essi risulterebbero gli stessi , 
solamente invertendosi. 

2G 
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t quindi risullerà 

\J{a 4: yA) ■= \J tn-i. \Jn, 

Laonde per conoscere se il binomio a ± y A sia un qua- 
dralo perfetto, e per assegnarne la radice si avrà la seguente 

REGOLA. 


410. Si soUragga il quadralo del termine irrazionale del bi- 
nomio da quello delC altro razionale , se il residuo risulti un 
quadralo perfetto , f espressione proposta t è ancor essa . E 
da questo quadralo estratta la radice , si aggiunga e si tolga 
dal termine razionale del binomio ; le radici della metà di tal 
somma , e differenza saranno i termini della radice richiesta. 

41 1 .Ad illustrare una tal regola addurremo i seguenti 
Esempi. 


r Si vuol conoscere se sia un quadralo perfetto il binomi» 

2 + V3 

e qual ne sia la radice. 


Essendo a = 2 , A = 3 , sarà a* — A = 1 , ch’è un nu- 
mero quadrato , la cui radice è 1 = 4 , e però 1’ estrazione 
di radice da quel binomio può ottenersi ; e l’una delle parti 


1* ' i2-f-l3_, , 

di questa saia espressa da— — = — ,1 altra da 

z z 



ond’ è che tal radice sarà 

VI+Vt 

ir Vogliasi la radice di i + 4 y — 3. 

Patto lo stesso confronto di poc'anzi, si avrà a* — A r=49 
e però \/x = y4 = 2j e y^ c= y — 3. Laonde la radice 
cercata sarà '2 -f y — 3 

come potrà veriftearsi eseguendone il quadrato. 
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lir Jl binomio di cui vuoisi la radice sia 

-4+4v-3 

Sarà a’ — A = -^ + -^ = 1,c però A = 

11 

richiesta risulterà -«- + V ^ • 

À JL 


eia radice 


A12.Siccome da un binomio della forma 

* + r V — < 

clcrandolo a quadrato dee risultarne un prodotto co’terminr 
razionali di contrario segno , cioè x' e — j'*, cosi avvenen- 
do che questi sieno uguaK , e però si distruggano , quel 
quadrato si troverà in tal caso espresso da un solo monomio 
immaginario . Adunque potrà ancor talvolta saggiarsi se un 
monomio di questa fatta sia un quadrato perfetto , e qual ne 
sia la radice binomia, adoperandovi la stessa regola di sopra 
esposta , sol che suppongasi sero la parte razionale del bi- 
nomio generale al quale quello si paragona . 

Sia di fatti ‘Isj — 1 il monomio proposto ; 

sarà « = 0, A = — 4, e però a* — A = 4 , il qual nu- 
mero essendo un quadrato , ne dinota che il sia ancora 
— 1 . Ed in oltre essendo A = ^4 = 2 , sarà \/x = 1 , 
e — 1 . Adunque la radice richiesta è 

1 -f. V - < 

come potrà veriCcarsi eseguendone il quadrato 
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CAPITOLO XIV, 

Delia pnoroBzioNE e rnocBESsioNE abitmetica. 


413. Dee. \\i. La differenza tra due quantità si dice or- 
dìiiarianienle ragione aritmetica , che sarebbe ancor meglio 
detta per differenza ; e tal differenza si dice ancora esp<h- 
ìtenie della ragione aritmetica. 

414. Def. xvii. Che se due quantità abbiano tra loro la 
stessa differenza che due altre , cioè che 1' esponente della 
ragione aritmetica delle prime sia quanto quello delle secon- 
de , le due ragioni aritmetiche saranno uguali, e tra le quaU 
tro quantità \i sarà proporzione aritmetica . 

Così le due ragioni di a: a ± d, e di 6: hi: d sono ugua- 
li , e tra esse v’ ha la proporzione aritmetica che si costuma 
esprimere nel seguente modo 

a:a±d‘.‘4:4±d. 

415. E nel caso che 6 pareggiasse adc d , e quindi b id 
divenisse adc'2d , la proporzione aritmetica sarebbe conti- 
nua , e si noterebbe nei seguente modo 

a \ a id : aie 2d. 

416. E facile accorgersi dalla precedente definizione , che 
se i termini di una ragione aritmetica si accrescano, o si mi- 
norino di una stessa quantità la ragione non si alteri ; poi- 
ché la differenza de’ nuòvi termini si conserva la stessa di 
prima . E che moltiplicandoli o dividendoli per una stessa 
quantità la ragione diventi quel moltiplicc,o quella parte del- 
la proposta dinotala da tal quantità. 

Di fatti sia la ragione di 

a ai. d 

moliipUcandouc i termini per n si ha l’ altra 
na ; na db nd 
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il cui esponente è nd , eh’ è il moltiplice n dell’ esponente d 
della prima ragione . £ di ridendo que’ termini per n si sa- 
rebbe avuta r altra ragione di 5fc , ove 1’ espo- 

nente — è la parte — di d. 
n n 

417. Dovendo una qualunque proporzione aritmetica es- 
sere indicata , come sopra , da 

a : a± d ••• b : b "k. d 

risulta intuitivamente esser la stessa la somma che si ottiene 
da’ termini estremi , che quella risultante da’ termini medii, 
venendo sì l’ una che 1’ altra dinotata da 
a-f-i±d 

E però : da tre termini di una proporzione aritmetica si 
otterrà il quarto , sommando il secondo col terzo , e sottraen- 
done il primo , o pure , essendo continua , togliendo il pri- 
mo dal doppio del secondo. 

E : dati i termini estremi di una proporzione aritmetica con- 
tinua , si otterrà da essi il medio , sommandoli , e prenden- 
done la metà . 

418. Def. XVIII. S e ad una data quantità si aggiunga, o sì 
tolga continuamente una stessa quantità, le somme o differen- 
ze successive costituiranno una seguela di termini aventi sem- 
pre la stessa ragione aritmetica, che dicesi progressione arit- 
metica , o per differenza ; d essa ucl primo caso si dirà cre- 
scente , nel secondo decrest ntc. 

Tal sarebbe , per esempi àj 

a,fl±£Ì,«±2d,aÌ;Jd 

41 9. Ed è chiaro che la .^aantiià la quale continuamente si 
aggiugne , o toglie , cominciando ad aver luogo dal secondo 
termine in poi , dovrà dopo il numero n termini essere sta- 
ta aggiunta o sottratta dal primo termine n — 1 volte ; e 
però il termine n dì una progressione aritmetica di cui il pri- 
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nio sia a , e la differenza d , dovrà risultare espresso da 
I. < = a dr Cn — 1) 

indicando con l generalmente un tal termine 

420. Si vede , in oltre , che : due termini prossimi di una 
progressione aritmetica debbano costituir proporzione con due 
altri qualunque anche prossimi (414) . Ed estendendo ciò , 
che : due termini di una progressione aritmetica , tra quali 
frammezzino uno stesso numero di termini, debbano costituire 
proporzione aritmetica con due altri termini tra quali sia pure 
interposto lo stesso numero di termini che tra' primi . Poiché 
tante volte si è dovuto aggiugnere o togliere alprimo de’pri- 
ini la differenza, per ottenere il conseguente|della prima ragio- 
ne, quante volte conviene aggiugnere o togliere la stessa diffe- 
renza dal primo de’ secondi, per passare al suo conseguente. 

421. Ciò posto : vi sarà proporzione aritmetica tra il pri- 
mo e secondo termine di una progressione , c il penultimo ed 
ultimo, ed in generale tra i termini estremi di una progresào- 
ne aritmetica , e due qualunque equidistanti da essi. 

422. Adunque se il numero de’termini sia n, e però essendo 
il primo dinotato da a , l’ultimo il sia da a -f (n — ì)d , la 
somma 2a±(n — ì)d di questi sarà quanto quella di due quaU 
sivogliano altri terminidclla progressione equidistanti da essi. 
£ se il numero n fosse impari una tal somma si vedrebbe pa- 
reggiare il doppio del termine medio. Di fatti questo dovendo 


risultare espresso da a 4 - 


( « — 1 ) 


d , prendendone il dop- 


pio si ha 2a -f- (n — 1)(f. Laonde essendo lo stesso il aom- 
mare il primo e 1’ ultimo termine della serie , che due qua- 


In appresso prenderemo sempre la d col segno -f- , cioè la pro- 
gressione come crescente ; poiché non solo è manifesta la trasmutazio- 
ne di segno nelle formole che recheremo , nel caso di — d , cioè che la 
progressione fosse deeretcrnle ; ma in questo caso si può adoperare la 
flessa formola , intendendo invertila la progressione , e preso per pri- 
mo termino l' ultimo , e per ultimo il primo. 

/ 

/ 

i 
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lunqne equidistenti da essi , e tali somme , considerando il 
medio preso due Tolte nel caso di n impari , essendo al nu- 
mero risalta , che : la somma di luU' i termini della prò- 


ffrcssione di cui il primo termine sia a , V ultimo vengki espres- 
so da t, e 'I numero de' termini da n debba essere dinotata da 

II. , = (a-t-0f- 

423. Or le due relazioni poc’ anzi ottenute , ne' §§. 419 
e 422 , tra le cinque quantità a, d, t, n, s, cioè primo termi- 
ne a della progressiose, differenza d , ultimo termine t , nu- 
mero di essi R , e somma loro s , sono bastanti a determinar- 
ne due , date che siene le tre altre. 


Di fatti dalla 1. 

si ha t , dati a , n, d 

[1]« 

e si avrebbe da 

l, n, d 

[2] 

111. 

a = t — (« — i 1)d 

da 

IV. 

a, t, n 
d- * — “ 

[3] 

n— 1 


da 

t, a, d 

[4] 

V. 

t — a -f- d 

« = 1 — 

d 


Dalla II. si ha 

s dati a, t, n 

[3] 

Ed in oltre da 

s, t, n 

[5] 

VI. 

2s 

a = 1 

n 

da 

a, s, n 

[6] 

' VII. 

t=a-^a 

n 

da 

a, s, t 


Vili. 

2s 


a -b < 


(!on gli stessi numeri arabi messi ne’ vincoli sono indicati i due e- 


lemeoti derirsoti dalli medesima combinazione l^roaria de' cinque eie- 
menu . 
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E da queste combinate con le primo quattro nc derivano le 
esenti altre formolc , cioè dalla combinazione della I. eoa 
la VL si ha 


da 

s, rt, d 

[8] 

IX. 

‘= »+ 2 •• 


da 

t, n, d 

[2J 


n(n — 1) 


X. 

' 2 ■' 


da 

XI. 

*, l, n 

j 2(nt — a) 
«(n-1) 

[5] 

da 

d, t, s 

[9] 

XII. n 

2d ^ V 2d '' 

2a\ 

Combinandola I. 

con la VII. si ha 


da 

s, n, d 

[8] 

xm. 

d 


2 

ay f, n 
2f* — no) 
n(n— 1) 
a, n, d 

s=tia + ^—^ ^ 

[6] 

[1] 

da 

XIV. 
da 

XV. 



da 

rt, d, a 

[10] 

XVI. 

" “ ' 2d 2d 


e dalla I. combinata con 1’ Vili, y si ha 


da 

t, rt, d 

t* — rt’ t + rt 


XVII. 

*= 2d + 2 
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tiory 

da 

a, s , t 


XVIII. 


2s — (t o) 


da 

d, t, s 

[9] 

XIX. 

a— -^d±yj (<’+ d (t. 


da 

a, d, s 

t = ^^d±yj(a'—d(^ 

[10] 

XX. 

jd^a+2s) 


A24. E sono qneste tutte le forinole per la determinazio- 
ne di due elementi da’ tre dati, che posson risultare combi- 
nando a tre a tre i cinque clementi sopraddetti (423.), il che 
com’ è noto , può ottenersi in dieci modi differenti (180.). 

425. Dalle formole quassù recate possonsi ricavare de’ teo- 
remi utili e speciosi , de’ quali ne recheremo alcuno per ma- 
nndnzione a’ giovani. 

426. Cosi dalla formola 


nel caso di 


n(n — 1 ) 
a = n« H 

a 1 , d = 1 si ha 
n’-f- n 


r 


2s = n’ -f- n 

e compiendo il quadrato del secondo membro con 1’ aggion-< 
1 

zinne di ~r , sarà 
4 ’ 


2a + l=n-+n-+-^ 

©sia 8a 4- 1 = 4n’ -p 4n 1 = (2n + 1)’ 

Sicché 8« 1 dee sempre risultare un quadrato per- 

fetto, la cui radice è il doppio de' termini della serie più 1 . 
Vale a dire che : 

La somma di un numero qualunque di termini della progres- 
sione naturale a contar dal primo, presa 8 volle , ed acerc- 

27 
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ceiulo un talprodollo dii , è un quadrato perfetto^ la cui m- 
dicc t precisamente il doppio del numero de termini della se- 
rie aecrcsciulo di i . 

427. E se continuando ad essere a = 1, sia d = 2, quel- 
la fomiole divenendo .?i=n’ indicherà , che : 

La somma di un quòluiiqw numero dì termini dcllaprogixs- 
sionc ti diflercn:a 2 , a rominciar da i , è sempre un numero 
qjiui/ra’o , In rtu radice c indicala dal numero de' termini che 
SI snnmniUi. 

4 28. E siccome quella serie >lcn cosliluila da' numeri im- 
pari dall’ unità , ne se^ue , che ; 

Ciascun numera quadrata è sempre divisibile in tanti nume- 
ri impari , a cominciar da i , quante sono le unità della sua 
radice . 

429. 1 seguenti prohlcmetti basteranno a mostrare una 
qualche applicazione' delle precedenti formole , lasciando 
a’ giovani nialematici V esercitarsi in altri dipendenti dalle 
altre formole, che sono facili a congegnarsi , ed a risolversi. 

Froblbma I. 


h^O.L' orinolo all Europea suona per ogni ora, da 1 a 
il numero che I indica ; si dimanda il numero de’ tocc/U dati 
per tutte le i 2 ore. 

Soluzione. 


È chiaro die sicn dati il primo termine 1 della progressio- 
ne aritmetica de’ numeri naturali fino a 12 ; e però la for- 
mola II. darà la quantità che cercasi 


* = (a + 0-^ =(' + 12)XC^78 

O pure essendo ancor nota la differenza 1 de’ termini di fai 
progressione ; la formola XV. darebbe 


« = n<7 -J- 


ivi 132 

— i- = 12 -h — = 


78 
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0 ancora la XVII. «larebbe 

— a> < 4- rt 
‘ -Id 


1.43 13 


Ma di esse, come yedes!, va meglio adoperata la formola li'. 
PnOBLEUA II. 


431. Un buon padre di famigfia cui è nata una fanciulla 
vuole stabilirle una dote di dUc. 4000 al d8° anno , ed aven^ 
do in pronto due. i 000 cerca sapere di quanto dee accrescerli 
in ciascun anno. 


Soluzione. 

Questo problema può risolversi per la formola IV , ponen- 
do a =1000 , n = 18 , < = 4000 , che darà 

4000 — 1000 3000 1 

d= — =_ = nc,/.7„. , 

PnOBLEHA III. 

432. Un pio uomo volendo distribuire una somma di duca- 
li 3’dO. a diversi poveri trova che dando al primo un ducalo ^ 
3 al secondo , 5 al terzo , c così sempre aumentando di duo 
ducati f elemosina fatta al precedente , gli sono mancati du- 
cuti 4 / si domanda il numero de' poveri . 

Soluzione. 

La formola XIX , in cui nel caso presente 

fl=1 , d = 2, s = 324 , diviene 

rt = = \/324 = 18 

£ran dunque 18 i poveri cui si è faUo la della elemosiua. 
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Froblema 1Y> 

433.S1 vuole inserire tra due numeri dati 6 e 24 cinque me- 
dii arilmclicaniente propor;sionalt. 

Soluzione. 

Il proposto problema equivale a trovare la dilTerenza d di 
una serie di 7 termini , de’ quali il primo sia 6 , 1’ ultimo 
24 , e però la formula IV . darà subito 


E la progressione risultante sarà 

6,9,^2,15,18,21,24. 
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CAPITOLO XV. 

Db’ MJMEBI FIGDBATl. 


434. Def. XVIII. Dicoosi numeri figurali quelli le coi unità 
possonsi concepir disposte in modo da rappresentare nua fi- 
gura geometrica piana o solida a lati uguali . 

Di tali numeri quelli che corrispondono a figure piane di- 
consi poligoni , prendendo la special denominazione dal nu- 
mero de’ lati , e però chiamandosi triangolari , se le loro u- 
nità sicno disponibili in triangoli ; quadrali se in forma di 
quadrato ; pentagonali , se di pentagono ; e cosi in seguito . 
Gli altri poi le coi unità possonsi concepir disposte in for- 
ma di piramide denominansi piramidali ; e queste piramidi 
per una stessa specie , diverse solo nel numero di unità per 
.ciascun lato , e per ispecie diversa , variando ancora nel po- 
Kgono regolare che ne costituisce la base, danno a que’ nu" 
meri la caratteristica piramidali a base triangolare, o qua- 
drata , o penlagonm ; che , per brevità , potranno dirsi pira- 
mido-triangolari, piramido- quadrati, piramido-penlagonali, ec. 

435. Le ricerche intorno a tali numeri, che possono esser 
utili in diversi rincontri di Analisi algebrica, e della Geome- 
tria e che serviranno ancora di esercizio delle teoriche e- 
sposte nel precedente capitolo , riduconsi ad assegnare la 
loro genesi, cd il modo come ciascun di que’ numeri derivasi 
dal lato di esso , che sia dato , o pur questo da quello ; il lo- 
ro termine generale , e ’l sommatorio ; le quali cose verranno 
tutte dichiarate nel presente capitolo. 

43C.Def.xix. 11 termine generale di una serie c quella fun- 
zione della n (che ne dinota il numero indeterminalo di Icr- 
mini),nella quale ponendo per questo un numero determinalo, 
si ha il valore del termine rlieha per radice questo numero. 

Così della progressione il cui tcruùic sia a , c la dilTo 
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rcDza d , il lermiae generale è indicalo dalla formola 
< = a + (« — 

^i37. Dbf. XX. E quella funzione della n , nella quale po>> 
ncndo per qucsla un numero determinalo si ha la somma 
de' termini della serie lino a quel numero, dicesi Icrmine som- 
malorio della serie. 

Cosi nelle progressioni aritmetiche , il cui primo termine 
sia a , c la differenza d , il lermiae sommatorio viene e» 
sprcsso dalla formola 

n(n — \)d 
s — na ^ ■ I - 

438. Df.f.xxi.Sc i termini di una progressione aritmetica 
che cominci da t si sommino continuamente, la serie di nume- 
ri che si otterrà sarà di numeri jjoUgoni.E questi saranno trt> 
angolari , se la differenza o ragione della progressione era 1 , 
cioè questa era quella de’ numeri naturali ; saranno quadra- 
ti , se lai differenza era 2 {li27 pentagonali se 3, esagona- 
li se 4, e così in seguito : di tal che la specie del numero polU 
gono supererà sempre di due unità la ragione della serie. 

439. Sia di falli la progressione de' numeri naturali 
'12345G789... 
sommandoli successivamente si ha la serie 

1 3 G 10 15 21 28 3G 45 . . . 

clic sono i pumeri triangolari , poiché le unità loro possono 
disjmrsi come ([uì sotto 


Similmente dall’ altra progressione aritmetica a differenza 2 ^ 

1 3 5 7 9 11 f3 15 

si ottiene con la somma successiva de' termini la serie de' ou... 
meri quadrati 

1 4 9 IG 25 3G 49 G4 
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tc cui unita sono disponibili in quadrati nel seguente modo 


In oltre sommando siiccessiTamente i termini della pro- 
gressione a differenza 3 

1 4 7 10 13 1 G 10 ... . 

si ha la serie de' numeri pentagonali 

1 5 12 22 35 51 70 ... . 

ì cui termini sono disponibili in forma di pentagono , ed il 
lato è rappresentato da’ termini della serie elie ha bisognato 
sommare. 

E così in seguito pe’ numeri esagonali , ettagonali , otta- 
gonali , ennagonali , re. 

IfliO. Ed in generale essendo d la differenza della pro- 
gressione aritmetica , sicché questa sia dinotata da 

1 , 1 + d , 1 -f 2d , 1 -f 3d 

la serie corrispondente di numeri poligoni sarh 

1,2-f-d,3 + 3d,4+Gd.... n . 4 . J 

A* 

441. £ facile anche osservare, che la differenza della 
serie dinoti il numero de' triangoli in Cui ciascun poligono 
rappresentato in figura si può divìdere. Così essendo 1 la dif- 
ferenza pe' numeri triangolari , essi non sono divisìbili in 
altri triangoli co’ vertici ne’ punti medesimi ; pe'quadrati la 
differenza 2 dinota che sieno divisibili in due triangoli ; pe’ 
numeri pentagonali la differenza 3 della serie indica esser 
divisibili in tre triangoli ; e così per gli esagonali la diffe- 
renza 4 dinoterebbe esser divisibili in quattro triangoli , re. 

442. Risultando i numeri polìgoni dalle somme successive 
de' termini di una progressione aritmetica di cui il primo 
termine è 1 , la differenza 1, o pur 2, o pur 3. ec. , si vede 
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elio il termine generale della serie de’ numeri poligoni deli- 
ba risultare dalla forniola 

n(« — 1 )d 

siccliò pe' numeri triangolari, essendo a = 1, d= 1, si arri 
il termine generale 

n(«_+J_) 

2 

pe’ numeri quadrati , ove la d =: 2 , si avrà 
t = n* 

pe’ pentagonali , ove d — 3 , sarà 

n(3n — 1) 

( — - 

E così continuando in appresso , sarà 
Pe’num. esagonali t n(2rt — 1 ) 

« , .. (5« — 3) 

Fe num. ettagonah t = n ^ 

Per gli ottagonali t = n'3« — 2) 

Per gli ennagonali t = 

Pe’ dccagonali t = n(4« — 3) 

E senza rinvenirli ne’casi successivi è facile ravvisare lal^- 

ge come debbansi per essi comporre i termini generali ; mC'« 

ehè pel numero poligono 

, , (m — 2)n’ — (m — 4)n 

m-agonale sara l = ^ . i 

443. Così volendo il numero poligono di 20 lati , di cui 
ciascuno sia di 25 unità, sarà m = 20, n = 25 ; e però un 
tal numero risulterà 

18.25* _1G.25 

■ 2 = ^^25 

E volendo quello di 25 lati ciascun de’ quali costi di 36 
unità, esso sarà 

18(23.36 — 21) = 14526. 
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A44. Dalle precedonlì considerazioni si èiadotti a risol re- 
re il problema inverso di : Determinare il lato di un dato 
numero poligono ; il qual problema , come si vede, risolvasi 
facilmente con pareggiare il termine generale di un qualun- 
que numero poligono , assegnato nel §.442 , al dato numero 
poligono , per determinare da questa equazione la n del ter- 
mine generale , eh’ è il lato cercato . 

Così pel numero triangolare 9 1 l’ equazione a trattare per 
determinarne il lato sarebbe 

• ^” = »' 
d' onde si ha risolvendola 

—\±\/729 

fi ZS ^ 

2 

ebe , prendendo il solo segno del , giacché l’ inferiore 
sarebbe assurdo nel caso presente , dà pel iato richiesto 
rt = 13. 

445. Che se il numero triangolare fosse stato indicato ge- 
neralmente per h , la sua radice sarebbe risultata 

-HV(84-H) 

2 

ove 84 1 dovendo essere necessariamente un quadrato 

(426.) , la n dee però risultar razionale, come richiedevasi. 

446. Fe’ numeri quadrati l’ operazione a farai ritorna a 
quella dell’ ovvio modo aritmetico. 

447. Pe’ numeri pentagonali essendo il termine generale 

? — 12 , ove n rappresenta il lato, bisognerà però , per 

2 

ritrovar questo corrispondente ad un dato numero pentago- 
nale 4 maneggiar 1’ equazione 

=4 

2 


Un tal lato suol dirsi anche radiee ; ma questa denominazione 
essendo men propria che la prima , riteniamo fluella^ 
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J' onda si avrà 

1 +V(24/i + 1) 

" “ 6 

è potò : per ottenere il lato di un rmmero pentagonale bisogna 
moltiplicarlo per 24 , ed accresciuto tal prodotto di 1 , estrar- 
re da questa quantità , che dee risultare un quadrato perfet- 
to , la radice, la quale accresciuta di nuovo di 1 ,e divisa la 
somma per 6 , darà il lato richiesto. 

AA8.E si Tede ancora, che: ogni numero pentagonale preso 
24 volle ed accresciuto di i sia un numero quadralo impare, 
la cui radice accreseiiUa di 1 è un moUiplice di 6. 

449. Senza prolungar queste ricerche per altri nnmeri po- 
ligoni , nel che si potranno esercitare utilmente i giova- 
ni , daremo qui la formola pel caso generale del numero 
m- agonale. 

Prendendo l’ espression generale corrispondente al lato di 
un tal numero (442.) e pareggiandola ad A , si ha 1' equa- 
(m — 2)n'— (m — 4)n 


zione 


= & 


che convenevolmente maneggiata darà 

_ m — h // ( m— 4)’ 24 n 

" 2(m _ 2; > V4(m— 2)’ m — zj 

— ^ , n,l( ('« — ''►)* , 84 (m— 2) V 

2(w _ 2) V _ 2)* + 4(m — 2)' ) . 

»-.W( (m — 4)’ -f 8A(m — 2) ^ 

= _ 2) 

La qual formola somministrerà, senza nuovo calcolo, i lati 
di lutt' i numeri poligoni di qualunque ordine : e ritornando 
a quello di un numero pentagonale , ove m = 5 , la formola 
proposta diviene 

1 q. V (1 q. 244) 


come si era rinvenuto nel §.447. 
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ASO. A compiere il preiente argomento rimane a determina* 
re il (ermine sommatorio di ciascuna serie di onmeri potigoni. 
Cominciando dunque da’ numeri triangolari la cui serie è 

1 , 3 , 6 , 10 , 15 ... 1 ^ . 

Ciascun di essi scindasi ne’ numeri della serie naturale de 
cui è composto, disponendoli nel seguente modo in linee ver- 
ticali 

1 = 1 
3=1+2 
6 = 1 + 2 + 3 
10 = 1+ 2 + 3 + 4 
15 = 1+ 2 + 3 + 4 + 5 


«(n + 1) 

— .7 ■ =1+2 + 3 + 4 + 5 + « 

Sicché chiamando St la somma della 1* linea verticale pre- 
cedente i segni di uguaglianza , la quale è appunto la sons- 
ma de’ numeri triangolari , sarà essa uguale alla somma di 
tutte le linee verticali seguenti un tal segno , e però 

&=.+a(»-l)+3(ii-2)+4(ii-3)+6(is-4J...+u^(u-(e_l)) 

=«(1 +2 + 3 + 4 + 5 .. + n) 

— ^1 .2 + 2.3 + 3.4 + 4.5 + ii(fi —• 1)^ 

la qual seconda linea corrispondendo a 

2^1+3 + 6+10 + 15 + 

cioè alla stessa serie di numeri (riangelarl indicata da me- 

fe in questo modo ehe iodicheremo il Itmitu sommatorio di cis- 
tcHoa serie di numeri poligoni , cioè scrivendo a piedi della S la let- 
terina iniziale della specie del numero poligono , o sia t pa’ tnango- 
lari , f pe' quadrali . p pe' pentagonali , ac. 
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1 . • • . K" +0 . . . 1 , 

no 1 ultimo termine — ^ ^ , ridurrà 1 espressione supe- 
riore ad 

e quindi 3S, = (« + 2) 

^ «l'n -}- 1) (n-f 2) 

^ 1.2.3 

451. La somma della serie de’ numeri quadrati a comin- 
ciar dal primo si ottcrebbe , con procedimento analogo al 
precedente ; ma essa può piu facilmente aversi dietro la con- 
siderazione , che essendo ^ ^ il termine n della serie 


de numeri triangolari , ed ^ il termine n — 1 della 

atessa , la loro somma n’ produce il numero quadralo corri- 
apondeote al termine n della serie triangolare ; e però la se- 
rie de numeri quadrati risulta quanto il doppio di quella de’ 
numeri triangolari, meno il termine n cui si arresta tal som- 
ma , il quale viene ad esser preso una sol volta , cioè 

‘ _ «C" + (” + 2) n(n -f 1) 

3 2 

_ nfrt -f 1) (2n-f-1) 

• ■ 1.2.3 • 


452. Per maggiormente introdurre i giovani a questa ri- 
cerca ne daremo un altro esempio in determinar la somma 
della serie de’ nemai pentagonali , che scriveremo vertical- 
mente , con risolverne ciascun termine ne’ suoi componen- 
ti della progressione aritmetica da cui è derivata ( 439. ) . 
()uiiidi ' ' 
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1 = 1 
5=1+4 
12 = 1 + 4 + 7 
22 = 1 + 4 + 7 + 10 
35 = 1 + 4 + 7 + 10+ 13 


=1+4 + 7 + 10 + 13 + (3n — 2) 

At 

£ però sarà 

= « + 4(n— 1) + 7(«_2) + 10(n— 3) + 13(n— 4) 

= ti^l + 4+7 +10 + 13,..) 

— 2(2 + 7 + 15 + 26 + ) 

Ma da questa secoqda linea , scrivmdo pur yerticalmenle 
la serie eh’ è nel vincolo , che dinoterò per <r > e decompo- 
nendola come si vede 
2=2 
7 =2 + 5 
15 = 2 + 5 + 8 
26 = 2 + 5 + 8 + 11 


ai ha 

«■ = 2(rt — 1) + 5 (f* — 2) + 8 (n — 3) + 1 1 (n _ 4) 

= n^2 -{-5+8 + 11+....^ 

-2^1 + 5 + 12 + 22 . .) 

Quindi si avrà 

n»(3« — 1) 2nCn— 1)(3rt — 2) , , ^ A«(3n — 1) 

SpT- 2 ' - - ' 2 2 

3'Sp= — (3» — 1)(«— »)) = ■^3»’+ 3») 
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453. DEP.xxii.SommaDclo 8uccessÌTameate,a comiociar dal 
primo 1 , i termini di ciascnna serie di numeri poligoni ; le 
nuove serie che risultano si dicono di numeri piramidali. Poi* 
chè le unità di ciascun numero possono concepirsi disposte 
in piramide retta a base quel poligono regolare del nome del- 
la serie proposta . 

454. E però a distinguerli starà bene inchiudere questa 
condizione nel denominarli, e quindi dire piramo~triangolari 
quelli che derivano dalla serie de'numeri triangolari, piramo- 
quadrati i nascenti dalla serie de’ numeri quadrati ; piramo- 
pentagonali quelli che si hanno dalla serie de* numeri pen- 
tagonali : e cosi in appresso. 

455. Sommando dunque la serie de’ numeri triangolari , 


1 , 3 , 6 , 10 , 15 , ..." 

la nuova serie 

1 , 4 , 10 , 20 , 35 , ... 


C"+1) 

2 


sarà de’ numeri piramo-iriangolari. Di fatti le unità del 4 pos. 
sono rappresentare i vertici di un tetraedro , o gli estremi di 
ogni suo lato ; quelle del 10 corrispondono al tetraedro, di cui 
a ciascun triangolo ne toccan 0 , ossia a ciascun lato tre uni- 
tà ; le altre del 20 al tetraedro di cui ciascun triangolo è 
rappresentato da 10 unità, ossia a ciascun lato ne spettan quat- 
tro. £ cosi in appresso. 

Sommando in oltre la serie de’ numeri quadrati 


la nuova serie 

4 

, 9 

,16 , 25 , , . 

< , 

5 

, 14 

) 30 y &5 y « • 


sarebbe quella de’ numeri piramo-quadrati ; e le loro nnitìi 
saranno disponibili in piramide retta, la cui base sia un qua- 
drato . Cosi il numero 5 rappresenterà quella nella quale 
ciasn n’ unità stia nel vertice di ciascun angolo, ossia nell’ e- 
stremità di ciascun Iato ^ il numero 14 1' altra in cui la base 
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quadrata abbia 9 unilb , comspoDdendone 3 a ciascun lato, 
ed ognun de’ triangoli che la cìngono ne ha 6 , dalla somma 
de’ quali quattro Tolte tolte le noiUi comuni con la base e tra 
loro, ne rimangono sole 5 , che con le prime 9 fanno il nume- 
ro 14.E lo stesso ragionamento polrk protrarsi per gli altri; a 
poi pe’ numeri piromo-psn^a^oRali, piramo-esagonali , ec. 

456.È facile comprendere, che il termine generale di cia- 
scuna serie di numeri piramidali sia il sommatorio fino al 
termine stesso della serie dalla quale essa è derÌTata ; sicché 
indicandolo per pe’ numeri piramo-triangolari, per Tp^ 
pe’ numeri piramo-quadrati, per Tp.p pe’ numeri piramo-pen- 
iagonali , e cosi in seguito , si abbia 

rr ■■ + + 

t.2.3. 

^ _ tifn-f- l)(2n-f 1) 

^ 1.2.3. 

n*(n + 1) 


457 . Avutosi un tal termine generale, si passerà a rinvenire 
la *otnma gmeraìe , o sìa il termine sommatorio di ciascuna 
di tali serie , con lo stesso procedimento tenuto nel 450. 
Di che daremo uu esempio pe’soli nameTipiramo-trtangolari, 
poteudo ciò bastare, in questo luogo, per un argomento , che 
venendo compreso in quello delle serie a differenze costanti, 
del pari che l’ altro de’ numeri poligoni, dovrà occuparci in 
modo più convenevole nel trattalo delle serie , che fa parte 
del voi. II. di questo Corso. 

458. Adunque essendo una tal serie di numeri 

"('*+1X’'+2) 


} 


10 , 20 , 35 , 56 . 


1.2.3 


ai avrìi 
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1 = 1 
4 = 1+3 
10 = 1 + 3 + 6 
20 = 1 +3 + 6 + 10 
35 = 1 +3 + 6 + 10+15 


n(n+1)(n+2) 

1.2.3 


= 1 + 3 + 6 + 10 + 15 ... + 


n(rt+1) 

2 


e però 

Sp.t = n+3(ii— l)+6(i»— 2;+10(n— 2;+15(ii-4)...+ — (< 
= n(l + 3 + 6 + 10 + 15. .. - 

_3(l + 4 + 10 + 20 . . . + 

_ («+1)(n+2) _ 35 . «(n+IXn+2) 

1.2.3 ^ 1.2 


Quindi 

,p _ n’(n+1)(rt+2) _ 3n(n+1)(«+3) 

1.2.3 + 1 : 2:3 

ed 

c . _ w(f»+1) (n+2; (n+3) 

^ I. 2 . 3 T 4 

459. Finalmente perchè non mancasse a’ giovani alcuna 
nozione dì quelle relativamente a queste tali specie di serie 
eh’ essi potrebbero trovar notala imbaltendosi in altre opere 
di analisti moderni, accenneremo, che le serie considerate , 
e le altre che si potrebbero da esse successivamente compor- 
re nel modo stesso, diconsi di numeri ordinali. V, cominciando 
dall’ assumere per serie primitiva quella a dilTerenza 0,cofflc 
1 , 1 , 1 , 1 , 1 

dalla somma successiva de' termini di essa si avrà la serie 
de’ numeri naturali 

1 , 2 , 3 , 4 , 5 . . . , 


■') 
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che sarebbe però quella de’ numeri ordinali di J2* ordine. 

Sommando contiuuameule da! primo i termini di questa 
serile , si avrebbe quella de’ numeri triangolari 

1,3, 6 , 10 , 15 

che sarebbero i numeri ordinali di 3" ordine. 

Di nuovo sommando questi conlinuamentò dal primo si 
avrebbe la serie de’numeri piramidali 

1 , 4 , 10 , 20 , 35 

che sarebbero gli ordinali di 4’’ ordine, da’ quali sommandoli 
successivamente, ne deriverebbero gli ordinali di 5° ordine.^ 
così in seguilo. 

460. £ si vede anche dal procedimento tenuto , che i nu- 
meri ordinali di ^ ordine abbiano per differenza , tra due 
prossimi di essi , 1’ 1 , cioè i nutneri dell’ ordine precedente, 
gli ordinali di 3° ordine abbiano per differenza i termini del- 
la serie di quelli del 2° ordine , e però che le seconde diife- 
renze tra’ termini prossimi di essi sieno 1. E cosi quelli di 
4° ordine abbiano per differenza de’ loro termini prossimi la 
serie dell’ ordine precedente , e però sieoo 1 le terze diffe- 
renze tra’ termini prossimi di esse. Ed in generale che i nu- 
meri ordinali dell’ ordine n abbiano 1’ 1 per differenza del 
rango n — 1 de’ loro termini prossimi ; e così in appresso. 

461. Ed in oltre è pur evidente , che il termine generale 
di ciascuna serie dell’ ordine r sia* quanto il sommatorio di 
quelli corrispondenti fino ad esso nella serie dell’ordine r — 1 . 

462. £ però essendo n il termine generale della serie de’ 

numeri naturali , cioè 1’ ordinale di 2° ordine , ed ^ ^ 

quello della serie de’ numeri triangolari , cioè 1’ ordinale di 
3° ordine, starà quello a questo come 2 : n *f 1 ; e siccome 
il 2 rappresenta l’ ordine della prima di tali serie , potrà 
il rapporto dell’ una all’ altra esprimersi per r : n -f- r — 1 . 
Similmente il termine n de’ numeri triangolari , cioè del 3* 
ordine starà al corrispondente nella serie piranio-'.riangolarc, 

20 
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c però del 4* ordine , come 


w(w + 1) «(n-f.1) (n4-2) 

1.2 ■ i.2.3 


xioè come 3 : n «f- 2 , o si« come r : n -f. r — 4 .E cosi 
coDtinuando in appresso , potrà conchiudersi generalmente 
esser questa la formola generale della ragione di un termine 
-dell’ ordine r a quello corrispondente dell’ ordine r .f- 1 . 

463. Indicando con T" , T'" , 2'" , T' . . i termini ge- 
nerali delle serie de’ numeri ordinali dal 2* ordine io poi ; 


«d essendo 2^' = n 


__ n(n + 1) 

1.2 

si arrk 2’" = 1" 

1.2.3 

y, _ n(n +^)(n-^2)(n-^3) 

1.2.3.4 

Ed in generale per la serie de' numeri ordinali dell' ordine r 
si avrà il termine generale 

^ ”(** *t* IX** *4* • • • (n-j-r— 3)(«+r— 

~ 1.2.3T47T; 

464. £ chò può bastare per questo argomento , del quale 
alcun uso non occorrerà fare nel presente trattato dell’ Ana~ 
lisi determinata , e che rientra in quello delle serie a diffe- 
renze costanti , di cui dovrà ragionarsi nel volume II. del 
presente Corse di Analisi al gebrica^ 
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SsiLB SA610N1 , r*OPOBZIONl B PROQBEUIONt 
ClOHETBICHB. 


465. La ragione e la proporzione geometrica furono bea 
definite da Eaclide nel lib. V . degli Elementi , da fame cor- 
rispondere la nozione alla qaantità in generale ; e però le 
proprietà di quelle raccolgensi in modo esalto e rigor<»o 
dalle proposizioni di un tal libro, che come fa detto nel discor- 
so preliminare alla Geometria,noo è speciale per questa scieor 
za , ma bensì un vero libro di antdisi matematica . NuUadi- 
mcno conviene che qui se ne renda l’ idea piè adeguala pel 
calcolo algebrico. Adunque : 

466. Dev.xxiii. La ragione geomeltica di nna qiantità ad 
un’altra omogenea vien dinotala diU quoziente dell’ nna, che 
dicesi antecedente, per 1’ altra che si ciùama conseguente , il 
qual quoziente dicesi esponente della ragione . E però la ra- 
gione di a : i risulta espressa da e viceversa da quel- 


la di 4 : o ; e queste diconsi vicendeTolmeole l’ una inversa 
deir altra. 

46T. £ volendo a questa ragione dare una denomiuazione 
analoga all’ altra che fu data per la ragione aritmetica , che 
dissime per differenza , potrà dirsi per quoziente ^ . Cò po- 

, a n.a , 

sto , essendo — ss — -, ove n sia un numero intero o fratto, 
o n.o 


La dcDominaiione dì gsometriea ha dovuto derivare da che di que- 
sta specie di ragiose , che eoelituisce il vero rapporto di due grandezze, 
trovavasi trattato da Euclide tra libri di Geometria ; e però a distin- 
guerne V altra precedentemente esposta fu detta arilmeliea ■ Essendo 
però prevaluto I' uso di chiamarle a quell' auticu modo , non cunvieoo 
asiolutameuts cambiatlu. 
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o un' altra quantità qualunque , si rilera perciò , che : non 
si camiia la ragione tra due quantità moltiplicandone , o an- 
cor dividendone i termini por una terza qualunque. 

A68. Def. XXIV. Essendo , 1’ uguaglianza di 

o. n. o. 

queste due ragioni costituirà ciò che dicesi proporzione tra 
Je quaHro quantità a ,b , n.a y n.b , che si suol dioQtare 
pel seguente modo 

a : b :: n.a : n.b 


cioè, a ti b come n.a ad n.b 

469. Ed è chiaro, tanto dalla riduzione di que’ fratti alla 
atesso denominatore , quanto per intuizione dalla preceden- 
te proporzione, che debba in essa il prodotto de termini estre- 
mi pareggiare quello de' termim medii. Pi tal che, se sieno no- 
ti i due medii , e f un de termini estremi , si otterrà f altro 
dividendo il prodotto di quelli per questo. Il che , nel casa 
de’ due medii uguali t cioè di una proporzione continua, ed 
espressa però da tre soli termini , riviene a dividere il quor 
drato del secondo termine pel primo . Ed al contrario : aven- 
do i due estremi , si troverà il medio estraendo la radice qua- 
drata dal prodotto di quelli. 

Cosi avendosi i tre termini a , & , p ; il quarto proporziona- 


le in ordine ad essi sarà ^ . Avendosi poi i due a, b, il ter- 


so proporàonak sarà — ; ed il medio proporzionale tra a,b 
verrà espresso da ^a.b . 

470. Ed è pur chiaro, per conseguenza, che se abbiapsi gU 
uguali prodotti a.q = b.p 

debba risultare (467) aib :: p:q 

il ebe può ancora rilevarsi dividendo que’ prodotti uguali 
per d j , da che risulta 



e però (404) qi : b 
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ATI. Adunque può stabilirsi per principio fondamentale 
che : sieno proporzionali quallro grandezze , se il prodotto di 
due di esse , che prendami come termini estremi della propor- 
aipne , pareggi quello delle altre due, 

A72. E però se abbiasi 

a : b •" p : q 

dovrà ancora essere 

l. a : p :: b q 

]a quale nuova proporzione , tra gli antecedenti ed i conse^ 
guenti della proposta, dicesi permutata di questa 
II. a 4* i i 4* 9 * 9 

che dicesi per composizione da quella dia : A :: p : 9 

m. a -r- b : b p — q : 9 

eh’ è la divisa della proposta 

IV. a : a — b :: p : p — 9 

conversa della proposta . 

£ da queste, combinandole, altre proporzioni potrebbero 
cora ottenersi , delle quali noteremo qui la sola seguente 

473. Essendo a : b :: p : q :: k : l 

sarà permtU. a •. p ii b : 9 

e componendo a -\-p •. p v. b ^q q 

c di nuovo perm. a+p: b ^ q ” p : q iz k : t 

d’ onde con lo stesso procedimento di poc’anzi si perversi 
ad aver* 

a 4-p -f.A:A + 9 + ^::A:^ 

E cosi in appresso, se le ragioni proposte fossero più di tre. 
Adunque : avendosi più ragiom uguali starà la somma degli 
antecedenti a queUa de’ conseguessti , come un antecedente al 
suo comeguente. 

474. Avendosi poi piu ragioni tra quantità omogenee , 

come di a i b , c : d , e f .. . 

si otterrà da esse 1 ’ altra del prodotto degli antecedenti a 
quello de' conseguenti , cioè di 

• • • : bxdXf • . « 
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che dicesi U ragk>ae composta da quelle ; la quale nel csgo 
di due sole ragioni ed ugnali, come di a : e di a : i diviene 

quella de'quadrati di a : 6, cioè di a* :&*.E se le componenti 
fossero tre ed uguali , ciascuna espressa da a : la compo- 

sta risulterebbe di a} : P, che si direbbe triplicata di a : 6, 
e sarebbe quella de’ cubi de' termini a , b delta ragione data ; 
e così io appresso. D’onde viceversa risulta, che avendosi la 

ragione di a : & , quella di ne sarà la sudduplicaia j 

s s 

r altra di \/a ; ^b la suUripUeala ; e così in appresso . 

475. £ vederi facilmente, che respoocnte ddia ragion com- 
posta sia in generale quanto il prodotto d^li esponenti del- 
le ragioni componenti , perchè 

ace.. _ a ^ e 
bdf..~~ b f ” 

£ che nelle ragioni duplicata , triplicata, ec. V esponente sia 
il quadralo , il cubo , ec. di quello di una delle componenti 
uguali ; come al contrario nella suddujdicata , suttriplica-- 
ta , ec. sia la radice quadrata , cubica , ec. di quello della 
ragione propella. 

476. E rendesi pur evidente , che avendosi le quantità 
omogenee 

a, b,c,d.» . . r , t 

debba essere 

flXiXcXd . . Xr; iXcXd . . Xt :: a : t 
cioè come la prima all' ultima di esse , eh’ è la nozione data 
da Euclide dalla ragion composta (" def. A.Elem. V.) . 

£ che essendo le tre grandezze a , b , eia. continua pro- 
porzione, la ragione di a ; c risulti duplicata di quella di a‘.b\ 
come pure essendolo le quattro a ,b , c , d, debba la ragio- 
ne di a : d risultar triplicata di quella di a : 6 ; e così in 
appresso . Di tal che essendo tali grandezze Gnoa ( al nu- 
mero n , la ragione di a : t sarà (» — \ )plicata di quella 
di a ; 4 ; come da Euclide si era stabilito nelle corrispoa- 
denti definizioni del libro V. 
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477. Or se tra le componenti 

aib, cid, e if, . 

te ne sia alcuna di uguaglianza, come, p.e., quella di c : 
è chiaro che tanto sia la composta di 

aXcXe : iXdXf 
quanto V altra di oXc : bxf- 


Di fatti r esponente della prima 


aee 

Tdf 


riducesi ad 


bf * 


eh’ è precisamente l’ esponente della seconda . Laonde : 

Le ragioni uguali non entrano nella compotta da più ragio- 
ni ; poiché non valgono a cambiarne V esponente. 

478.1n oltre se le due componenti a : b ^ c : d una ragio- 
ne sieno l’una inversa dell’ altra, cioè che stia ai b il d: 
la composta a X c : bxd sarà la stessa che quella rìsnltanta 
dalle due di d : c, e di c : d, e però espressa da dXc : cXd, 
cioè di uguaglianza . 11 che rilevasi ancora da ciò , che i’ e- 
sponente della ragion composta è 



Quindi : Incontrandoà tra più componenti una di esse inver- 
sa di un’ altra , queste due si potranno tralasciare nel pren- 
dere la ragion composta ; poiché dalle medesime risulta una 
componente di uguaglianza (477.). 

479. È chiaro eziandio , che la composta dalle ragioni di 

a i b , e : d 

risulti la stessa che 1’ altra di quelle di 
a i d , b : c 

E però , che : Non si alteri la composta da due , o anche- 
più ragioni^ comunque si scambiino i loro conseguenti. Il che 
è facile accorgersi avvenir pure scambiando comunque i so- 
li antecedenti . 

480. Dtr. zzv. Per progressione geometrica s’ intende una 
seguela di termini, che serbinsi 1’ un l’ altro la stessa ragio- 
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ne geometri CB ^ cioè che i quozienti dell’ tino per 1 ’ altro 
prossimo sieno ogtiali. 

E però se la quantità a si moltiplichi successivamente per 
1 ’ altra q, sicché abbiasi la serie 

a , aq , aq' y aq^ , aq* . . aq*~‘ , aq^ 
sarà questa una progressione gcoibetrica. 

481 . Quindi un termine qualùnque aq* di tinà progressió- 
ne geometrica starà ad un altro aq’’ della medesima come 
1 : q'~" ; e prendendo nella stessa prògressione due altri 
termini tra' quali sieno frapposti ancora r—m termini , il 
rapporto dell’ un di questi all’ altro risulta ancora 1 : 

e però : vi sarà proporzione Ira due termini qualunque di 
una progressione geometrica, e due altri in ordine equidistan- 
ti tra loro . 

482. Deriva ancora dalla precedente definizione , che un 
termino qualunque risulterà dal primo moltiplicandolo suc- 
cessivamente per r esponente della progressione , e però che 
quello dell’ordine n risulterà dal l’ moltiplicandolo per n— 1 
volte r esponente. Adunque se quel termine s’indichi con a, 
con q r esponente, e con t il termine n , che dicesi termine 
generale (436.) , dovrà esser 

I. t = euf-' 

483. Or poiché nella progressione geometrica esposta , 
la cui somma indichisi con s, sono antecedenti tutt’i termi- 
si dai 1 * al penultimo, cioè da a: aq''~’ , e conseguenti 
tutti quelli dal 2 ' all’ ultimo , cioè da aq : aq'~‘, si avrà 
però la somma de’ primi a quella de’ secondi come il 1 ‘ ter- 
mine al 2* (473.) . Ma la somma de’ primi è s — «{"“S ® 
quella de’ secondi s — a ■ 

Adunque si avrà 

s — oq"~' : s— a :: a : aq :: ì : q 
c però sq — aq” = s — a 

ed s(q — 1 ) = 0 ( 9 " — 1 ) 

d’onde II. « 

9—1 
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Cioè : il Urmittt tommalorìo di una progressione geometri- 
ca di n termini , di cui il primo sia a,eV esponente q, risulta 
espresso da questi clementi neW anzidetto modo . 

484. Combinando le due equazioni ottenute ne’ due pre- • 
cedenti §§. , pel termine generale e pel sommatorio di una 
progreaaione , si potrà risoWere lo stesso problema trattato 
nel §.423.per le progressioni aritmetiche, cioè di esibire da 
tre de’ cinque elementi a, q, n, i, s gii altri due ; il che si 
Tedrà in prospetto eseguito qui appresso. 


Dalla I. si ha t dati a, n, g 

cn 

e si avrebbe da 

t, n, g 

[2] 

III. 

( 





da 

a, t, n 

[3] 

IV. 

— V t 


da 

1, a, q 

[M 

V. 

t 

= — 

' a 


dalla II. si ha s dati 

a, g, n 

[1] 

cd in oltre da 

a, g, n 

[5] 

VI.- 

a(g— I) 

* a 4 


‘ 

g"— 1 


da 

a, a, n 

[61 

VII. g" 

•- -q +^~ — 1 =0 
o ^ a 


da 

a, q, s 

Uì 

Vili. 

aq" = (g — 1)s -b a 



** Da questa equazione si dee ricarare il ralore della n ; ed il mo- 
do di ottenerlo si vedrà nel capitolo seguente. Lo stesso per le equa- 
zioni Vili , XII e XVI. 

Questa equazione . e V altra XI , per determinare la g esigono 
il maneggio dell’ equazione al grado n. E le analoghe XIII, e XIV. 
quello di un’ equazione del grado a — 1. 
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£ da queste combinata con la I derÌTano le segnenti altre 
formolo , cioè dalla combinazione della 1. con la VI. si ba 


ila 

■s «) q 

[5] 

IX. 



da 

t, n, q 

[2] 

X. 

_ t ^ q"—i 



~ q—\ 9—1 


da 

n 

[«] 

XI, 

s 

l 

« TZTT'i +r 

— r ~ 

da 

q, tj s 

[9] 

XII. 

^qt—{q — 

=: t 


Combinando la I. con la VII. si ha 


da 

*, H, t 

[8] 

XIII. <9 

(*— a) « = (*— O'V ^ 


da 

a, f, n 

[6] 

XIV. <* 

(s— o) \la= (i— 0 ^ t 


da 

a, B, t _ 

[3] 


l"— ayj a 


. XV. 

■"V- 


da 

a, s, l 

[10] 

XVI. <• 

t(s — ty~‘ = o(s — o)"“' 


E dalla I. combinata con l’ Vili, si ha 


da 

<, a, ^ 

[4] 

XVII. 

tq — a 

* ~ 9-'» 
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da 

Sj t 

[10] 

XVIII. 

s—a 

^~s-t 


da 

s, t, q 

[ 9 ] 

XIX. 

a =: — s) + i 


da 

a, q, s 

[ 7 ] 

XX. 

f. <9 — l) + o 



s 

485. Ad oggetto di dare per ora qualche idea dell’uso vao- 
taggioso delie precedenti formole ^ ne applicheremo alcuna a 
risolvere i due seguenti problemetti , riserbandoci un piti e- 
steso esercizio di esse nell’ ultimo capitolo di questa Parte I. 
del presente trattato. 

PnO'BLSiiA r. 

486. Tra due numeri dati a, b si vuote inserire un numero m 
di meda geometricamente proporzionali. 

Soluzione. 

E chiaro che la ricerca del presente problema sia quella 
di assegnar la ragione di una progressione geometrica, di cui 
sia dato il primo termine a , l’ ultimo t , e ’l numero de' ter« 
mini m -f 2 , e però che debba soddisfarvi la forraola 



la quale per essere la m = n -f- 2 , ridaceli a 



che darà il valore della q (517.n.1.) 

487. Sia in un caso <i = 1 , 4 = 25G , n = 7 

fi. 

risulterà = V 25G = 2 

c però la scric de' termini proporzionali continuamente sarà 
1 , 2 , 4 , 8 , 16 , 32 , 128 , 2.56. 
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Pboblkma II. 

488.L’ tnvintore del giuoco degli scacchi apendolo prt- 
seniato ad un re indiano , ed oMligalo da questo a richieder 
egli quel premio che volesse , dimandagli un cumulo di grano 
i cui acini pareggiassero quelli che risulterebbero dal porne 1 
nel primo quadratino della schiacchiera, 2 nel secondo, 4 nel 
terzo , e così sempre raddoppiando fino alt' ultimo de' qua- 
dratini che i il 64". Si cerca sapere qual fosse la quantità di 
grano dimandato. 

Soluzione. 

È chiaro che si cerchi la Mmina della progressione geo- 
pictrica in ragion doppia, cominciando da 1 fino al termina 
€4° ; e però che debba soddisfarvi la formala 



in cui essendo cìs=1,^=:2,ti;= 64 
rid aceti ad 

i = 2'^ — 1 

che sviluppala corrisponde all’ ingente numero ‘‘ 
18, 446, 74r., 083, 709, 551, 615. 



1 


Vedi jirdtoiinart pag. ix. 

*' Si vedrà nel capitolo seguente lu (jual modo poisa più facilmente 
oUeoersi k pelcma 6t* di 2 . 
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CAPITOLO XTII. 

PbIMB ROZIOIU su 1 LOGABITHI , 
specialmente de’ FOlGJXt - 



489. Poiché una qualunque progressione geometrica pu4 
•empre ridursi alla forma 

" ( ' » 9 > 9‘ > 9’ » 9* , 9*~' ) 

potré però considerarsi assolatamente nel modo com’ essa ò 
espressa nel vincolo, c quindi col primo termine 1 , mentre 
gli altri successivi sieno le potenze 1 , 2, 3 ... di 9 ; e per 
simmeUìa potendo quel primo termine esprimersi per q° , ne 
dinoterà che in quella , qualunque sia la q , che potrà dirsi 
tose della progressione , l’ esponente di questa , perchè quel 
termine pareggi 1 , debba esser zero, come per altro era già 
noto (32.). £ vedesi che in essa gli esponenti de’ termini in 
progressione geometrica sieno la progressione aritmetica de’ 
numeri naturali . 

490. Dsp.xxvi. Or questi esponenti son detti logaritmi di 
que’ termini che affettano , ne’ quali la q prende il nome di 
iasc logaritmica , che potendo ad arbitrio variare , varierà 
conseguentemente il sistema logaritmico. 

Adunque potià stabilirsi , che : 

491. Def.xxvii. In un sistema logaritmico della base q , i 
logaritmi de’ numeri che sono potenze di questa base sono gli 
esponenti di esse ; e però il zero di q° ossia di 1 ; 1 ’ 1 di 
y , il 2 di , il 3 di . . . r A di , il 4 di ^ , ec, 

492. Dalle precedenti considerazioni si rileva esser# 

• 

log. ^ = log. e= — 1 
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lo,j. 3. = log. q * = — 3 



Y = log - <1 " = — n 

Cioè , che ; t log-mi delle frazioni , che coslUuiscono la se- 
rie geometrica inversa della proposta , 

4 ^ -1 A J ^ 

’ 7 ’ 9’ ' 9^ ’ 7 7 

sono quelli stessi de' loro denominalori presi negativamente. 

493. Or se tra 1 e ^ s’inserisse un numero m di medii geo- 
mclrìcaniente proporzionali si verrebbe a stabilire una nuova 
serie geometrica di m -f termini , il primo de’ quali sareb- 
be 1, e l’ultimo q, gli esponenti de’ cui termini ne costitui- 
rebbero un’ altra in progressione aritmetica, e però sarebbe- 
ro i log-mi corrispondenti a’ termini di essa (489, e 490.) . 
E tra questi è facile comprendere, che accrescendosi grande- 
mente il numero di tali medii proporzionali geometrici , vi 
si debbano comprendere prossimamente i numeri della pro- 
gressione naturale tra 1 eq, q c q', ce. de'quali ne sarebbe- 
ro logaritmi rispettivi i corrispondenti termini della progres- 
sione aritmetica nascente dall’ inserire tra 0 ed 1 , 1 e 2, ec. 
un numero di medii aritmeticamente proporzionali pari a 
quello de’ primi . 

494. Fu questo di fatti il fondamento della costruzione 
delle tavole logaritmiche per coloro che primi se ne occupa- 
rono , esibendole per la base ry := 1 0 , che furon detti volga- 
ri, o tabulari Ala posteriormente essendo stati da’ moderni 

*' in questo modo , cd ancora nell' altro log. , che si costuma ab- 
breviare lo voce logaritmo. 

** Essi sono ancor delti Briggiani , da Errico Brigg , che il primo 
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analisti prodotti de’ metodi assai più generali ed attivi fon- 
dati sull’ equazione = <f ( j rappresenta il numero , q la 
base logaritmica, ed x il log-mo di quello ) noi tralasceremo 
di qui occuparci di quell’ antico modo , riserbandoci ad e- 
sporre estesamente questo secondo nel luogo suo proprio del 
voi. 11. del presente Corso , stimando suUìcicnle per ora la 
nozione preliminare giù data de’ logaritmi , e quello che pas- 
seremo ad esporre per le abbreviazioni eh’ essi prestano al 
calcolo aritmetico , facendone una qualche applicazione ; e 
mostrando eziandio l’ uso necessario di essi nel maneggio di 
alcune algebriche equazioni. Sicché per ora supporremo ta- 
li tavole come giù costruite , e noto il modo di usarne ne’ 
diversi rincontri , che ben può rilevarsi dalle esposizioni 
premessevi dagli autori di esse , o ancora apprenderlo con 
r oso in maneggiarle. 

495. In queste tavole il logaritmo dell’ unitù essendo ze- 
ro, ed 1 quello del 10, 2 quello del 100, 3 del 1000 , ec. 
il log-mo di un numero tra 1’ 1 e ’l 10 dovrù esser dinotato 
da un fratto vero ; quelli de’ numeri tra 1 0 e 1 00 , da 1 più 
un fratto vero; così gli altri da 1 00 a 1 000 da 2 con un fratto 
vero ; e similmente in appresso. Di tal che le unità del nu- 
mero intero saranno quanto i zeri del numero della progres- 
sion decupla , d’ onde comincia il nuovo periodo aritmetico 
nel quale trovasi compreso il numero proposto ; o pur quan- 
to il numero delle cifre del numero proposto meno 1 . 

calcolò le tavole per tal sistema , con 14 decimali , da 1 a 20000 , e 
poi ripigliandole da 90000 a 100000, che vennero pubblicalo in Londra , 
con l'epigrafe di Arilkmetiea togarithmiea ; e di poi Adriano Wlacq 
supplendo quelli pe’ numeri tralasciati , le riprodusse con soli 10 deci- 
mali , imprimendole col titolo di Trìgonomttria arti/icialis. E da queste 
per più tempo furono estratte quelle manuali , che dallo stesso Wlacq, 
e da altri ne furono pubblicate , finché usando de' nuovi metodi , non 
fosso riescito più agevole di perfezionarle ed estenderle, essendosi cosi 
avute quelle del Gardiner da 1 a 102000 , del Calle! da 1 a 102960 , 
dell’ UultoQ da 1 a 100000 , del Babbege da 1 a 108000, ec. 
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A9G.DEF.xxvm. Qnel numao intero eh’ entra a parte di 
un logaritrao diccsi carallerisUca di esso , e ’l fratto aggiuo- 
to si dice mantissa , che vai parte addilizia. 

A97. Laonde la caratteristica de’nuraeri tra 1 e IO è il zero; 
r unità è quella de’ numeri tra il 10 e ’l 100 , il 2 1 ’ altra di 
quelli tra il 100 e1 1000 ; e cosi in appresso. Ed ottenuti 
i logaritmi di tutti questi numeri si avranno ancora quelli 
de’ loro inversi , cioè de’ fratti che gli abbiano per denomi- 
natori , avendo per numeratori 1 ’ 1 , prendendoli negativa - 

1 

mente (A92.). E però la caratteristica de’ numeri tra 1 ed^ 

1 

sarà— 1 ; quelli degli altri tra 1 sarà — 2, e —3 l’al- 
tra di quelli tra 1 ed , ec. 

1000 

A98. Or poiché 

X 9 * = 9 *+* sarà log.^ X 9 *= A -f- A 
■^ = 9 *~* • • • =k — h 

( 9 »)"= 9 ** . . . log.{t^y=mk 

V9* = 9" ... kg. V9*= ^ 

I laonde : il log-mo del prodotto risulta dcdla somma de log-mi 
de' fattori , e quello del quoziente dalla Sfferenza de' log-mi 
del dividendo e del divisore. In oltre , il logaritmo della poten- 
za i quanto quello della base moltiplicato per V indice di tal po- 
tenza ; come ancora il log-mo della radice è quanto l’ indice^ 
della potenza diviso per quello della radice da estrorsi. 

A99. Da che comincia a vedersi l’uso vantaggioso che può 
farsi de’ logaritmi nelle operazioni aritmetiche fondate su 
lunghe moltiplicazioni, o divisioni, e per le elevazioni n po- 
tenze , o estrazioni di radici di alto grado . 

500. Or le mantisse de' logaritmi essendo frazioni , vengo- 
no espresse convenevolmente in decimali di 5 , 6 , 7 , o piìi 
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cifre , secondo la maggiore approssimazione che si vuol da- 
re alle tavole . Quindi la caratteristica 1 del logaritmo della 
base 10 , e di ciascun altro numero della progressione de- 
cupla vien seguila da 5, 6, 7 ... zeri £ siccome una tal ca- 
ratteristica non si cambia , che al cambiar la cifra del perio- 
do aritmetico da 1 a 10, da 10 a 100, da 100 a 1000, cc., 
cosi in alcune tavole suole tralasciarsi, no'andovi la sola man- 
tissa ; per la quale, poiché le tre prime cifre pe’ numeri suc- 
cessivi interi non cambiansi rhe di tratto in tratto, hanno però 
taluni più recenti coslrnltori dì tavole introdotto il costume 
di non notarle che dove un tal cambiamento ha luogo ; sic- 
ché per compiere la mantissa , ove manchino , bi.sogna sup- 
plirvi le tre prime cifre dalla più prossima ove si trovano. 

.^01. E poiché , la moltiplicazione di un numero per 10 , 
100, 1000 , cf. non fa altro che accrescere la caratteristica 
del suo log-vio di 1 , 2 , 3 , cr . senza alterare la mantissa ; 
si vede però , che i numeri composti dalla stessa cifra con 
zeri in fine dell’ un di essi , che ne variano però il valore al 
decuplo , centuplo , cc. debbano avere la stessa mantissa. 

502. In oltre, poiché i log-mi de’ numeri interi tra 1 e 10, 
cioè gl’ indici corrispondenti alla base 10 per rappresentar 
tali numeri, debbono costituire una progressione aritmetica , 
e lo stesso per gli altri de’ numeri da 1 1 a 99 , da 1 0 1 a 
999 , re. , si vede però, che essendo più estesi i termini di 
tal progressione a misura che cresce il grado del periodo a- 
ritmetico in cui sono compresi , debba la differenza , o 
ragione della progressione andar sempre minorando ; dì tal 
ebe i logaritmi de’ numeri prossimi 1’ un 1’ altro si minorino 
in dilTcrcnza , a misura che sì aumenta la grandezza di essi 
numeri ; e però debba esser maggiore la differenza tra log. 3 
c log.U , che tra log . e log. 104 ; c questa ancor maggio- 

Essendo esse calcolate con un numero di decimali maggiore di 
quelli che vi si è poi ritenuto, possono considerarsi esatte finn a questo 
grado decimale, valutando l'errore a! più dalla cifra decimale seguente. 
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re deir altra tra log.^002 e log. iOOU ; e cosi in appresso . 
Quindi crescendo di molto il perìodo in cui sieno compresi due 
numeri successivi, particolarmente per quelli oltre i 100000, 
dove giunge la maggior parte delle più accurate lavale, la dif- 
ferenza de’loro logaritmi debba diventar piccolissima 

503. Su questo principio è fondata la ricerca di un loga- 
ritmo che non si rinvenga precisamente nelle tavole , e del 
problema inverso; come può vedersi e nelle spiegazioni mes- 
se in principio di queste “, e ne’ trattatici di logaritmi che 
trovansi in alcune Aritmeliche . 

504. Dcesi pure avvertire, peri’ intelligenza delle calcola- 
zioni per logaritmi eseguite in opere de moderni, essersi intro- 
dotto l'uso, a fin di evitare la caratteristica negativa de’ nu- 
meri frazioiiarii, di accrescerla di 10 ; il che non obbliga ad 
altro se non se alla line del calcolo di minorare la earalteri- 
stica del risultamento, che si troverà molto grande, di tante 
volle il 10 , per quanti saranno stati i log-mi di quantità fra- 
zionarie che in esso entravano ; e ritrovar poi il numero cor- 
rispondente alla caratteristica cosi ridotta. 

505. Def.xxix. Questa differenza del log-moAì un nume- 
ro ilal 10 è ciò che dicesi complemento aritmetico . 

50t>.E poiché nel sottrarre il log mo di un numero dal 10, 
con tanti zeri quanti ne ha la mantissa del log-mo, si viene a 
sottrane la prima eifra di questa dal 10 , e poi ciascun’ al- 
tra dal 9 ; perciò un tal complemento si può ottenere con 
facillù cominciando a sottrarre la caratteristica del log mo 
dal 9,c successivamente anche dal 0 ciascuna cifra della man- 
tissa, finn all' ultima che si sottrarrà dal 10 ; avvertendo che 

Ciò verrà dimostrato ancora nel trattar gpncralmcnto de' log-mi 
nel voi. Il ; 0 può anche verificarsi col prendere tali differenze nelle 
lavile. 

Si potrà riscontrare specialmente quolla premessa alla edizione 
delle (acafa del Gardiner (atte in Firenze da' PP. scolopii Canovai , o 
del Ricco . 
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se in fine di questa vi fossero de’ seri , si deve prendere per 
ultima cifra quella che precede i zeri. E questa operazioua , 
come vedesi, sì può facilmente eseguire sulle stesse tavole , 
senza aver bisogno di scrivere i due numeri per sottrarre l'u- 
Do dall’ altro. 

Così volendo il complemento aritmetico del log-mo di l.'tO, 
eh’ è '2,1TG09l3, couiìiiciando a sottrarre tutte le cifre, dal 
2 fino all’ I , dal 9, e ’l 3 dallo , esso sarà 7,8239087. 

507. Si ha dall' uso del complemento aritmetico 1’ altro 
vantaggio di cambiare la sottrazione de’ log mi in somma . 
Imperocché chi dovendo sottrarre da un logaritmo uii altro , 
vi aggiugnesse in vece il complemento aritmetico di questo, 
si troverebbe avere nel tempo stesso sottratto dal primo 
logaritmo il secondo, ed accresciuta di 1 0 la sua caratteristi- 
ca ; e però non dovrebbe far altro , per ottenere 1’ effettiva 
differenza di que’ logaritmi , che cancellare la prima cifra a 
sinistra nella somma avuta. 

Così , poiché volendo dividere il numero 155 per 5, bi- 
sogna dal log-mo del 155 sottrarre quello del 5 , j>er aver» 
il log-mo del quoziente 3 1 ; si otterrà questo in altro moda 
sommando a 2,1903317 log-mo di f 55 

9,3010300 compì. arit. di log.S 
e cancellando in tal somma 
11,4913017 

la prima cifra 1 a sinistra , sicché diverrà 

1,4913CI7 log-mo di3l quoz.di 155 per S. 

508. Or impiegando i complementi aritmetici de’ logarit- 
mi , c non valutando i risultamenti che hanno luc^o nel cal- 
colo, che al termine assoluto di esso , spesse volte avviene, 
che I' ultimo risultaincnto sia tale, clic la caratteristica del- 
r ultimo logaritmo trovisi sì forte , da potersi oUcuere la. 
diminuzione dì essa di tante volte 10 , per quanti comple- 
menti aritmetici di logaritmo sì sono introdotti nel calcolo . 
Ala se ciò non avvenga, c che in fine si trovi tal caratteristv- 
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ca , che non sia suscettiva della diminuzione indicata ; in 
tal caso è manifesto , che quest' ullimo risultamcnlo corri- 
sponda ad una frazione : e per ritrovare qual sia , bisognerà 
o eseguire la diminuzione nella caratteristica e poi valuta- 
re il fratto corrispondente al risultante logaritmo negativo , 
o pure procedere come nel seguente esempio . 

509. Suppongasi che da un’ operazione ove siasi introdot- 
to un solo complemento aritmetico siane risultato il logarit- 
mo 8,7322350 ; è chiaro , che essendo la caratteristica di 
questo minore di 10 , quel risultamcnto cui esso corrispon- 
de debba essere un fratto, il cui logaritmo dorrà esser quanto 
il dato meno 10 , cioè meno il logaritmo di 10000000000. 
Ma il logaritmo dato meno quello di 1UOOOOOOOOO è quan- 
to il logaritmo del fratto che ha per numeratore il nume- 
ro corrispondente al logaritmo dato , e per denominatore il 
40000000000. Adunque sarà questo il fratto cercato . Che 
perciò la regola per facilmente ottenerlo sarà quella di cer- 
care il numero corrispondente al logaritmo dato, considerato 
come logaritmo di numero intero, c segnare in esso dicci cifre 
decimali. Vale a dire, clic essendo quel numero 539802800, 
il fratto cercato sarà espresso da 0,0539802500. 

510. K se il calcolo non esiga grandissima approssimazio- 
ne, com è d’ ordinario, allora basterà minorare la caratteri- 
stica di tante unità di quante bisogna, perchè cominci a ritro- 
varsi nelle tavole ; e tante cifre decimali di meno segnare 
nel numero che le corrisponderà in queste . Imperocché è 
chiaro, che cos'i facendo siasi venuto a dividere il numeratore 
e 1 dencniinalore del fratto decimale richiesto , per lo stesso 
numero della progressione decupla; se non che il numero ot- 
tenuto per numeratore siasi ottenuto con minore esattezza di 
quello che si sarebbe avuto conservandovi la sua caratteristi- 
ca, e determinandolo col metodo che sta accennato nel §.503. 
Cosi nel caso precedente minorandosi la caratteristica del lo- 
garitmo dato di 5 unità, esso sarchbesi ridotto a 3,7322350, 
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il quale corrisponde nelle lavolc?\ numero 5398, in cui segnan- 
do solamente 5 cifre , per le 5 unità di cui si è minorata la 
caratteristica, si avrebbe il fratto cercato espresso in decimali. 

511. Dee pure avvertirsi , al proposito della maniera di 
usare del complemento aritmetico , che se mai la quantità 
alla quale corrisponde un logaritmo risultato da un calcolo , 
ove siensi introdotti uno o più complementi aritmetici , si 
elevi a potenza ; in tal caso dovendosi quel tal logaritmo 
moltiplicare per l’ indice della potenza , si troverà la nuova 
caratteristica tanto superiore alla vera , por quanto ne dino- 
ta il prodotto 10 per lo numero de’ complementi aritmetici 
introdotti nel calcolo , e per 1' indice della potenza. Cosi , 
per esempio, se era un solo il complemento aritmetico intro- 
dotto nel calcolo , e che la quantità corrispondente al risul- 
tamento logaritmico ottenuto si fosse supposta elevarsi a cu- 
bo, si avrebbe una caratteristica 10x3 più forte della vera. 
E similmente si vedrà che nell’ assegnare in casi simili al po- 
c’ anzi descritto il logaritmo della radice, la caratteristica di 
questo si trovi essere più forte della vera di quanto ne dino- 
ta il 10 moltiplicato pel numero de’ complementi aritmetici 
introdotti nel calcolo , e diviso per 1' indice della radice. 

512. Prima di lasciar le teoriche di questo capitolo no- 

teremo, che per costruir le tavole logaritmiche non sia stato 
necessario assegnare quelli di tutt’ i numeri , dall’ 1 fino al 
grado cui giungono le lavale \ ma solamente quelli de’ nume- 
ri primi : poiché gli altri risultando dal prodotto di questi, o 
da loro potenze, facilmente se ne otteneva il log-mo , som- 
mando quelli de’ loro fattori , c prendendo il log-mo della 
radice tante volte quante l'indice della potenza ne dinotava. 
Cosi log. 35 

/nj.105 
log. 25 
log.i25 


= log.l -|- log.ò 
= log. 3 log. 5 -f log.7 
= log.3’= 2/0J/.5 
= log.'ù^=z 3log.^ 
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Usi del calcolo logaritmico nella comune Aritmetica. 


513. Questi usi sono abbastanza indicati dal §.498, vale 
a dire che i log-mi possonsi convenevolmente adoperare in 
tutte le operazioni ove richiedesi moltiplicazioni , e divisio- 
ni , elevazioni a potenze , o estrazioni di radici . 

Così : il quarto proporzionale in ordine a tre numeri dati 
si troverà sommando i log-mi del secondo e del terzo , c sot- 
traendone quello del i°; un tal residuo sarà il logaritmo ilei 
numero cercato , il quale apparirà dalle tavole , o per mez- 
zo di esse si potrà ritrovare. 

Il log mo del terzo proporzionale si otterrà raddoppiando il 
log-mo del J9° termine , e sottraendone epullo del pruno. 

E : quello del medio proporzionale si avrà sommando i 
log-mi de termini dati , c prendendone la metà. 

514. In oltre : Una potenza mollo grande di un numero si 
otterrà più facilmente , senza eseguire le successive moltipli- 
cazioni , e senza ricorrere alla formala del Newton , con as- 
segnarne per logaritmo quello della radice data nwltiplicato 
per t indice della potenza. Ed è per tal modo, che si è otte- 
nuto il numero corrispondente a 2'* — 1 , espressione hsul- 
tata dal problema li. (488.) . Im|)erocchè 

/og.2*’ = 64 %.2 =64x0,3010300 = 19,2659200 
in cui la caratteristica 19 già iodica dovervi corrispondere un 
numero di 20 cifre (495.) , come quello ivi assegnalo per 
mezzo delle tavole. 

515. Così plire volendo estrarre la radice dodicesima dal- 
la potenza 7 di 2. 

'» ■_ 7 

Essendo ^2' = 2” , sarà log.\J'V = log. 2" =z -^log.'ì 


l.log.2 _ 2,1 0 72100 

~\Ì 12 


0,1756008 , 


il qual log-mo trovandosi corrispondere ad 1,49837, sareb- 
be questa la radice richiesta. 
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Usi di un tal calcolo nel maneggio di alcune equazioni. 

516. Qui non faremo altro, che indicare il modo da risol- 
vere per mezzo de’ log-mi le equazioni V,yiII, XII, e XVI 
del §. 484 , come indicammo nella noterella47. 

1 .L’ equazione V. q"~' = 

dà , passando da numeri a’ log-mi 

(rt — 1) log.q = log.l — log.a 

. /ofl. t — log. a 

e pero n — 1 = — — ; — 

log.q 

. ‘ — log.a . . 

log.q 

2. Per r equazione Vili. 

«9" = (9 ~ “ 

si ha log.a -f- n log.q = log. [(j — 1)* + o] 

%• [ (9 — 0 * + g ] — 

log.q 

3. Per r equazione XII. 

t 9' — (9 — <>] 9''“' =‘ 

si ha log.\fi — (j — 1)s] + ( n — 1 ) log.q = log.t 

ed ^ ^ _ log.t — log.l 9* — (9 — <> ] 

log.q 

ossia n = 1 + fog-<~fog-r9 iz r(? 

log.q 

4. Per r equazione XVI. 

<(s — f)*~' = o(* — o)"-' 

si ha 

log.t -|- (n — 1) log.{s — <) =: log.a +(**”" ^)W (* — ®) 
e però 

(« — - 1) [ log.(s — o) — log.{s — <) ] = log.l — log.a 

log.t — log.a 


quindi 


n— 1 = 


log. (s — a) — log. (* — <) 


ad 


log.t — log.a 


n = 


log.{s — fl) — log.(^s — t) 


+ 1 
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CAPITOLO XTIII. 

Esercizio di problemi la coi soluzione è fondata sul- 
le PORMOLE stabilite nb’tre precedenti capitoli. 


Problema I. 

517. Un padre di famiglia cui nasce una figlia , vuol co- 
stituirle la dote impiegando per ogni anno , finché la marita^ 
4 grano nel primo giorno dclC anno, 2 nel secondo, 3 nel ter- 
zo , e così continuando fino al dì 365° dell'anno. Egli la ma- 
rita al terminare il 44° anno : si vuol conoscere la dote. 

Soluzione. 

La forinola II. s = ( a -)- / )-^ del §. 423 

in coi a = 1, < = 3G5, n = 365 , dà per la somma s am- 
massata in un anno due- 667.95 ; e però , per 14 anni , 
</wf .9351 .30 . 

Problema li. 

518. Un corpo cadendo Uberamente dalla guide percorre 
nel primo minuto secondo di tempo palmi 48,57 napoletani ; 
nel secondo di tali minuti il triplo di pai. 48,57, il quintu- 
plo nel terzo secondo, c così sempre continuando pc' successivi 
numeri caffi . Or esso ha impiegato a discendere fino al pia- 
no 7 secondi . Si dimanda V intero spazio percorso. 

Soluzione. 

La formola XV. s — jgl C,423 

2 ^ 

in cui a = 18,57, 7i = 7, d = 2.18,57 = 37,14 diviene 
'/.( 7x18,57 + 7x6x37,14) = 844,935 
eh' c V altezza cercala . 
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Problema III. 

5 19. Una data somma di denat-o accrescendosi per un an- 
no della sua parte m , divenga con questa un nuovo capitale, 
che si accresca per un altro anno della sua parte m , e cosi 
continui per un numero n di anni. Si vuole di essa il valore al- 
la fine di questi . 

Soluzione. 


Sia a la somma proposta , che diverrà 
dopo il 1° anno ® + — a^— 

E con questa legge continuando , essa 

dopo n anni sarà + 

520. Sia io un caso a = 1000 due,, de’ quali essendosene 
fatto r impiego alla ragione del 5 per 100 , cioè del yente- 
simo del capitale, sarà m = 20 ; e supposto n =: 1 00 anni* 
la formola di sopra esposta diverrà 

( 21 

■lò) 

da valutarla per logaritmi nel seguente modo 

( %\ \*“® 

= %.1000 + 100 {log.1\ — log.liS) 

«presi /og. 21 = 1,3222193 

log.2Q = 1,3010300 


sara 


= 0,0211893 


32 
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■che moltiplicato per i 

«à 100 = 2,1^89300 

«d aggiugnendo fog.1000 = 3,000 0000 
si ha il log. del cap. cer. = 5,1189300 
al quale corrisponde nelle tavole il numero 131501. 

C m + 1 

J contiene tre elementi , cia- 
scun de' quali , dati gli altri due , può determinarsi con una 
condizione che tì si apponga . Cosi ; 

1*. Volendo determinar dopo guanti anni una tal somma di- 
venga del valore k, dovrà risolvei si t equazione 

per delerminarTÌ la n, il che si ottiene per log-mi nel seguen- 
te modo 

log. a n +1) — log. ni^ = log.k 

^ log.k •— log. a 

log.(nt-\- 1) — log.m 

che potranno i giovani esercitarsi in valutarla ne' casi par- 
ticolari . 

A questa formola riducasi la soluzione del 
PnOBLEUA IV. 


Una popolazione a si accresca in ogni anno della sua par- 
te m, si vuol sapere dopo quanti anni si troverà r.ìddoppiala . 

2*. Se vegliasi conoscere la somma da impiegare per un dato 
numero n di anni alla ragione data della parte m per iOO. 
Dall’ equazione 
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si avra 



che nel caso di n molto grande , a voler facilitare il calco- 
lo con r uso de' log-mi , si avrà 


iog.a = log.k -f. n ^ log. m — log.(tn 
questo caso corrisponde il seguente 


PnOBLEHA V. 


422. Un cerio deve ricevere dopo n anni una somma k dal 
suo denaro impiegalo ad interesse composto alla ragione del- 
la parie m di ogm 1 00 ducali per anno ; ed avendo bisogno 
del denaro prontamente , il debitore glielo vuole pagare . Si 
Cerca quanto gli debba dare , per la detrazione degU interessi 
suecessivi negli anni n. 


Che rimane però risoluto coti T anzidetto formola. 

Quindi se una tal somma k fosse di 1 000 due. impiegati 

1 

al 5 per 100, cioè ad ^ del capitale , e però m —20 , da, 


dovere scorrere ancora 5 anni per riceverla, volendola al mo- 
mento , se ne avrà il valore dall’ equazione 

Iog.a = /ojf.1000 + 5 ( log.20 — log.2\ ) 
e= 3,000000000 
— 0,105946495 
= 2,894053505 


dal qual log-mo si rileverà dalle tavole il numero 783', 5> 
per la somma richiesta. 

3*. E volendo finalmente conoscere la ragione alia epiale- 
dovrebbe impiegarsi il denaro y perchè il capitale a di venisse- 
k dopo un numero tt di anni. 


Sali' equazione 
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si avrebbe 


analisi algebrica 
1 

m = - 

V 1 

V /I. 


e valutata la w — , ove couveuga, per log-mi , si avrà il va- 
^ a 

lorc della m . 

Dipende da questa formula la soluzione del 
PaoniiEM*. VI. 

Ritrovare [ atunerUo annuo di una popolazione , che in n 
anni si è raddoppiata. 

Problema Vii. 

523. Stando tutto come nel problema III. , si aggiunga in 
oltre in ciascun anno alcapilale che vi corrisponde la somma h. 
Se ne cerca il valore dopo n anni . 

Soluzione. 

Ripigliando la soluzione ivi data , ed aggiugnendovi la 
nuova condizione si vede , che il capitale diverrà 

dopo iJ 1° anno a 

dopo il 2° anno ^ 

dopo il ò° anno * + * 


dopi 


.. . 
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253 


la quale espressione dividesi in due parli , 1’ una identica 
a quella già ottenuta nel risolvere il problema 111 , che ne 
rappresenta il 1° termine, e l’altra, a cominciar dal 2° termi- 
ne, l'è una progressione geometrica, la quale invertita ha per 


primo termine b , 1’ ultimo termine c 



sponcntc è 


ni -|- 1 
ni 


; che però ( usando la formola XVII. 


del §. 484 ) si ha la somma 



b. 


E però r intera espressione di quel capitale sarehlto ' : 

( ni + 1 + , 

= (a+n,i)(fL^J-n,6 

il cui valore , ne’ casi particolari , potrà calcolarsi per lo- 
garitmi , come si vede qui appresso. 

524. Se il capitale a fosse di due. 1000 , impiegalo al 5 
per ICO per 25 anni , sicché sia ni = 20 , n = 25 ; c che 
la somma b aggiunta annualmente fosse di due. 100 ; il cal- 
colo sarebbe il se<'ucnle 

O 

0,021189299 

j .20 

che mollipliculo per 25 

21 

dà 25 = 0,5297824760 

ed c lotj.(\000 -f 20000)= 3,4771213135 
Somma = 4,0008537885 


al qual log-mo corrisponde il numero 10159,1 due. per pri- 
ma parte del valore rieliicsto , dal quale dovendo sottrarsene 
20x200 = 2000 , si avrà per esso il valore 8159,1. 

525. La foriuola del 522 può dar luogo agli stessi 
casi che per i alita del probi. 111. si sono considerali nel 
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J. 521 e che crediamo superfluo di esporre parlicolarmenle , 
lasciando ciò ad esercizio de’ giovaui . 

526. Se invece di aggiugnersi ia ciascuno anno la somma 
b al capitale , se ne fosse detraila , si vede dalla calcolazio- 
ne ivi falU , che la formola esprimente il capitale ridotto 
dopo n anni sarebbe ' 

sulla quale possono farsi le stesse considerazioni indicate nel 


precedente. 

E di essa si valuterà la prima parte con 1’ uso delle ta- 
vole nel caso di n molto grande. 

527. Se in ciascuno de’ precedenti due problemi , e ne- 
gli sviluppi di essi , mentre la ragion dell’ impiego era ad 
anno , si avesse volalo il valor del capitale dopo mesi , o 


giorni ; in tal caso in vece della n basterà porre 


moltipli- 


]o de’ giorni 

Cosi ( pel probi. III. ) essendo a = 100000 due. impie- 
gati al 20° del capitale per 8 giorni , la formola 

a diverrà 100000^^^“* 

ed il suo logaritmo sarà equivalente ad 

-^^log. 21 — log. 2o) + foa.lOOOOO 

= 5,0004644 

al qual log-rao corrispondendo il numero 100107 , da quesltv 
sottrattone il capitale 100060 rimarrebbe per interesse de- 
gli 8 giorni due. 107. 
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Problema Vili. 

Taluno dovendo conseguire , fcr un numero n di anni , la, 
somma h in fin di ciascuno , vuol cederla , dando aW acqui- 
rente per frullo annuale la parie m del capilale. Si dimanda 
la somma che dovrà essergliene pagata all’ {stante. 

Soluzione, 

Poiché la somma annuale h che gli TenÌ7a pagata dee ri- 
sultar da capitale ed interesse, supposto che quella da dover- 
glisi pagare all’ istante per la corrispondente al 1° anno fos- 
se a; , si avrebbe 

.+ *=*,«ix=-^=a('-4-) 

m m -f- 1 \m 1 ✓ 

Così chiamata x' l’ altra corrispondente al 2’ anno , 

si avrebbe x* = h {• — ^ ^ 

\m + 

E pel .T anno x" = h ( ^ 

\m -f 

E procedende così innanzi per n anni , si avrebbe per 

l' n-aimo anno x'"-- • = h f ”* 'l" 

\m -f 2/ 

Adunque dovendosi la somma da sborzarsi all’ istante com- 
porre da tutte quelle che sono risultate pr gii anni succes- 
sivi , verrebbe però espressa da 

in CUI la progressione geometrica eh’ è nel vincolo pi nu- 
mero XVII. §. 484riducesi ad 

m' ^ m \"+* 

m -h 1 ”* \ m -p \ ) 

nella quale , se la n sia molto grande , il secondo termine sì 
valuterà per mezzo de’ logaritmi. E moltiplicando il valore 
di quel binomio pr h si avrà la somma richiesta. 
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528. Supponendo A = 100 , n = 10 , m = 20 , cioè la 
ragione dell’ impiego del denaro da sborzarsi al 5 per 1 00, 
8Ì avrebbe tal somma espressa da 



ove il secondo termine del vincolo avendo il suo logaritmo 
espresso da 

log.20 + 11(A»g.20 — log.2\) 

_Ì 1,3010300 

~ I— 0,2330823 
= 1,0G79477 = % 11,6934 


che tolto da —— = 19,0476 

Z\ - - .. 

dà 7,3542 

£ però la somma richiesta è . , . 735,42 


Fine della parte 1. 
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528. Supponendo h = 100 , n = 10 , m = 20 , cioè la 
ragione dell' impiego del denaro da sborzarsi al 5 per 1 00, 
si avrebbe tal somma espressa da 



ove il secondo termine del vincolò avendo il suo logaritmo 
espresso da 

%.20 + ^^(log.20 — log.2i) 

1,3010300 
~ I— 0,2330823 
= 1,0079477 = Za<;.1 1,6934 


che tolto da = 19,0476 

21 — 

dà 7,3542 


£ però la somma richiesta è . , . 735,42 


Fine della parte 1. 
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ALL4 PARTE I. 


Al §. — Questa nozione chiara delle quantità negativo ci dispen* 

sa dal ricorrere all' idea di silo , che nelle quantità algebriche astratla- 
mcnle considerate non deve aver luogo ; che anzi una tale idea di op- 
posizione di sito può essa dedursi dalla nozione da noi data della quan- 
tità negativa. Poiché è chiaro, che se il punto A scorra dà A verso B , 
h' \ b e i B 

per generar la retta AB, le parti Al», be, ci . . . successivamente descrit- 
te dal punto A aggiugneranno continuamente alla grandezza della ret- 
ta, e però saranno tante quantità posilttc. Sicché , se descritta la retta 
AB il punto A ritorni indietro da B verso A , passando di nuovo per 
i, e, b , c però giugnendo in .V, che vai lo stesso di togliere dalla AB. 
le Bd, Bc, Bb , BA ; allorché un tal punto sia giunto in A, se mai con- 
tinuasse a scorrere direttamente verso B' , in senso opposto alla .Mt , 
pervenuto che sarà in I»', la Ali' venendo a rappresentare la dilTerenza 
tra la retta AB , e I' altra B6' , che n’ é maggiore , dovrà risultare ne- 
gativa . 

Il segno — dee dunque considerarsi come indicante operazione fat- 
ta sulla grandezza cui esso é prefisso , c non come integrante dclfa me- 
desima. E quindi si vedo, che il segno negativo non debba altcrarwies- 
suna delle ofTezioni rhedipcndono da sola quantità ; che però il rappor- 
to Ira re e — y sarà lo stesso che Ira x ed y , rimanendo ad y il se- 
gno — , per dinotare la stessa opposizione , sia in operazione , sia in 
sito , che avevano da principio le quantità x , y. 

E dalla considerazione del segno — da noi data è facile ancora rileva- 
re chiaramente, che nella moltiplicazione di una quantità negativa — A 
perlina positiva -pB . il prodotto debba risultar negativo. Imperoc- 
clrè siecunio f elea ariluicliea della niolliplicazione si è , che 1' un de’ 
fattori debba sommarsi tante volte , quante ne indica f altro , si vedo 
però, clic delibasi il — A sommare per le unità che sono in B , c però 
risultar negativo . 

Alla ni>la ii. 7. — Siccome i primi algebristi italiani dissero censo il 
i|uai!rato,cosl il (/iiair.ijiiiulr. venne detto crnso-rcnso.Ed il quadr.t'nbo, 
o sia la quiiila potenza il dissero rdato i" , denominando poi ccnso-cn- 
fci , 0 nibo-rrnsn la sesta potenza , rclti.ln 2° la settima , r.cnsc-unto. . 
censo I ritlava , eitb„-ruhj la nona ; e cosi in seguito , come può icdci- 
si nell' opera di fi a I.uca ( .S'uimnn ic Ariimclica tc. ) , che proseguo 
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tali denominazioni fino a potenza trentesima, o ancor presso Tartaglia,^ 
nel suo generai tratlato di numeri e im'iure. Le quali cose, come ancor 
altro simiglianti accenniamo per ispianarc a’ giovani l’ intelligenza del- 
le opere de’ primi algebristi italiani, ie quali al presente non si leggo- 
no , principalmente per la difficolti d' intenderne il linguaggio ; ood' è 
che facilmente si cade in equivoco di prendere per nuovo taluno ri- 
cerche assai giudiziose , che a quelli si appartengono , o almeno che 
da essi hanno avuto principio . 

A%§.dal 27 al 31 . — In questo modo sembrami essersi conseguito lo 
scopo di rendere alte quantità algebricamente considerate quella gene- 
ralità di ronccllo , ed unilbrmità di natura che loro è projuia , e che 
toglievasi ad esse con istituirvi sopra calcolazioni diverse , proponendo- 
vi regole speciali per ognuna di queste. Ed in oltre ricorrendo all' indu- 
zione per estendere alle esponenziali frazionarie la stessa regola che per 
le intere , 

Al §. 44. — La Geometria può ad evidenza ridurre la regola qui in- 
dircUamcple dimostrata per la moltiplicazione di — A per B , c dt 
►- A per — B, nel seguente mudo, 

C d h 


A b B 

Dinolisi la quantità a per la retta .AB , e l’ altra b por la retta A6, co- 
me pure la c per la AC , che suppongasi ad angolo retto con la AB , o 
compiansi i rettangoli AD , Ad. Sarà \b — a — b , ed il rettangolo Ad 
sarà rappresentalo dal prodotto di n — b per c ( Vedi nota t» fine degli 
Elem.di Eucl.). Ma un tal rettangolo è quanto 1’ altro Al), cioè , «X®, 
toltone M) , cioèòXe.o però quanto a Xe — bXe, Adunque 
(a — b) Xc = aXe — ÒX® 

C 1) 

I I 

c! d 


A I, i! 

Qx.sia AB ~ ((, B(i— h, o però \b .tp ~ \0— a — - ^ Barinieu- ' 
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(b AC = c , Cc = d , d' onde Ac = c — d , Laonde il prodolto 
|a — 6]X[ c — d) rapprescnieri il rettangolo Ad, il quale è quanto 1' 
altro AI) meno lo gnomone CdBO.Ma il rettangolo AD = AllX AC = 
oXf> I’ ■Uro frD = fcXCicU = axd ; e questi due rettangoli 6D , cU 
superano lo gnomone CdBD pel rettangolo dD, cioè per iBxCc==6xd. 
Adunque se da dXc tòlgasi JXc + dXd sì Verrà a togliere dal ret- 
tangolo BC lo gnomóne CdBD più il rèltangoletto Dd; che però ad otte- 
nere A d dovrà a quella dilTerenza aggiugnrrsi il rcttangolòttd d D , 
ossia èXd • Laonde il prodotto di a — 6 i>er c — d verrà rappresentato 
da flXc — àXe — oXd -f- àxd . Da die vedeal dover il prodotto 
• di — b per — d venir espresso -f- 6Xd uniformemente alla regola sta- 
bilita pe' segni nella seconda parte del §. M. E di questa intuitiva ma- 
niera di ciò dimdstraro ài Valsero Diofanto, cd i primi analisti italiani . 

Una tal dimostrazione comprova nel tempo stesso , che il prodotto 
di a + 6 per c d si abbia moltiplicandò ciascun termine dell’ un fat- 
tore per ciascuno deli' altro. 

L' Algebra potendo ricevere dalla Geometria cliiarimcnio in molle 
suo dottrine , come da' primi analisti italiani , o dacli altri clic calca- 
rono le loro orme fino a tutto il secolo XVI. si vede fatto , non tra- 
lasceremo ancor noi di valercene a proposito , imitando anche il 
giudizioso analista Lhuilier , il quale fece lo stesso In fino do' suoi É- 
Umin$ d Algèbrt, dolendosi che i matematici moderni avessero trascu- 
rala r applicaxion» dtlla Geometria all' Algebra . Ma queste doglian- 
ze del Llmilier per verità non eran giusto che per taluni scrittori di 
Elementi, e non già per coloro da cui bisognava prender norma in ben 
comporli , tra' quali potrà bastare per lutti il sommo Lagrangc , che 
ripetè spesso la massima de' vantaggi vicendevoli che la Geometria o 
r Analisi algebrica possonsi prestare . E per non istar qui a riandare i 
tanti luoghi ove egli cosi la discorre . mi limiterò a recarne due , che 
considero più elementari , tratti dalle sue dotte lezioni che per poco 
tempo dettava nella Scuole Aformali di Parigit nell' un de' quali ei dice: 
» Ce rapprochement de la GéonUtrie et de l'Algibre rèpand un nouccau 
jour tur cri deux teieneet ; let operalione intelleetuellei de f Anatgse 
rrnduee eentiblee par let imaget de la Gèomitrie , toni jdut facilei à 
taitir , plus inleretsanlet ò lufcrs ( Lenona voi. IV. pag. ]. « Ncl- 
r altro poi più analogo al caso presente , cosi esprimevasi « . La nit- 
thudegutje volitai expotét dernierement, pour trouder et drmonirer 
platieurt praprielit genéralet det équatinnt par la eontideralion dei 
courbet qui tei npretenUnl , eit proprement une erpice (T aiplicalian 
de la Gèumitrie d f Algebre , (voi. cit. pag. 401 ) . — E qui cuiviem) 
osservare die il l’crgola aveva anzi in ciò abbondalo io lutto il suo t’vr- 
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IO di Analisi Algtbrica; e coll icmpro fu iitiluiU la giuvciilù matomar 
lica nella tua scuola , 

yl(§, — Una tal verili risulU anello dimoslraU dalla 5*', o dal- 

la 6* del libro 1|. di Euclide . 

Al §. 9S. — l’crclic apparisca soU' occhi ciò eh' è detto nella con- 

chiusione di questo § basterà ritornare dall' iiUimo passaggio di esso al 

primo, da diesi avrà R=R'Q", quindi B=RQ'. R' = R'Q'Q"-J-R', 

ed A = R'QQ'Q" -t- R'Q -f- R'Q",. E si votlq che le espressioni di A, 

B ridotte ne' loro fattori non abbiano altro divisore comune elio R'. 

\ 

Al eap.Vìl — Ciò che intorno alle frazioni continue si è recato in que- . 
sto capitolo è (guanto bisogna per lo applicazioni a farne in seguito nel 
presento tratta'iu elementare ; ma un tale argomento dovrà esser poi 
ripigliato e compiuto nel voi. II. trattandovi le ricerche sulle Serie, j 

Al cap, IX. — Crediamo che debba riuscire assai utile a' giovani a- 
palisli la maniera elementare come troveranno qui esposta la formala 
generale per l' elevazione del binomio ad una potenza indeterminata , 
sulla quale dovremo ancor ritornare nella contiiiuaziono del presento 
Corto di Analisi algtbrica. 

Al §. tS3 . — Il dotto analista Guglielmo Libri, che professando con de- 
coro lè Matematiche nell' Università di Parigi , ed in quoti' Accademia , 
non ha dimenticato di essere italiano,cd ha anzi cercato di onorare que- 
sta sua nobilissima terra con un lavoro difficile c pieno di erudizione 
sulla tioria deli Algebra in l/alia (che per esser conscguente a' suoi prin- 
pipii.e per uniformarsi al soggetto che trattava avrebbe dovuto scriver- 
lo in nostra lingua] prolungando un poco lo sue vediile.comc suol succe- 
dere a ^hiupque s' investe di un assunto nazionale , ha credulo che la 
forinola detta del AVtelon per elevare un binomio a potenza intera si 
appartenesse al Tartaglia , dallacui opera quel sommo ingegno traendo- 
la , senza dirlo , avesse indottigli analisti moderni ad attribuirgliela . 
Ancor io sono animato dallo stesso suo spirito italiano , e l'ho sempre 
dimostrato fin dalla prima mia età , nelle poche coserello da me pub- 
blicate ; ma non vorrei che si stirachiasse poi tanto la cosa da pre- 
giudicarp ad una buona cause che noi abbiamo , e che tutta la gelosia 
delle altre pazioni , e specialmente della francese non ci potrà di- 
struggere . Il Tartaglia , non v' ha dubbio , diede un modo ingegno- 
so por esibire la polenta iplora di un binomio ; ma questo (indava- 
ai del tutto su I coèRieienti della potenza di esso precedentemente otte- 
nuta , nè potevasi col modo eh' egli assegna esibire la potenza n di 
un binomio senza aver prima stabilita ta b — 1 del medesimo ; sicché 
per lui r induzione procedeva sempre di grado in grado , nè poteva- 
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(e Af, =z £ , Ce z= (i , e piirò'Ac ~c — rf . Il proiioUo (a — 6)X(c— rf) 
raiiprcsenlcrà Ad, il ijualu ù quanto l' altro Al) meno lo ^oomoDu l'.dit,. 

Ma AD =: ABX AC = aXe . (<11 = ^X® • eD= o Xd , e questi duo 
rcUangoli {>D , cU superano lo gnomone CdU |icl rctlangolcUodD , cioè 
bìixZc=b'Xd. Adunque se da aX« tolgasi 6Xe-)-aXd si \crrà a to- 
gliere dal rcttangulo BC lo gnomone CdB più il rotlangolelto Dd ; e pe- 
rù pcrcliò risulti Ad dovrà a quella dilTerenza aggiugnersi il rellango- 
letlo dD, ossia 6X<I • I-aondo il prodotto di a — b per e — d sarà rap- 
presentalo da aXe — bye — “Xd -f- byd ; c quindi il prodotto di ’ 

— 6 per — d sarà + byd. 

E di questa inUi itiva maniera di ciò dimostrare si valsero DioTanlo , 
cd i primi analisti italiani. 

lina tal diniostraiionc comprova nel tempo stesso, che il prodotto di , 

u + ù per c + d si abbia moltiplicando ciascun termine dell' un Tal- 
toro , per ciascuno dell’ altro. ' 

].' Algebra polendo ricevere dalla Geometria' chiarimento in molli 
suoi principii, come da’ primi analisti italiani , e dagli altri che calca- 
rono le loro ormo fmo a tutto il secolo XVI. si vede Tallo , non Irala- 
sccromo ancor noi qui di valercene a proposito, imitando anche il 
giudizioso analista Lbiiilier , il quale Tece lo stesso in fine de' suoi A- ^ 

(èotens d’ Algibn , dolendosi che i matematici loodcnii avessero tra- 
scurala 1’ applicaaiooc della Geometria all’ Algebra. I 

Al §, 76. — Una tal verità risqlla anche dimostrala dalla 5'*, o dal- 
la del lib. 11. di Euclide, 

Al §, 98. — Perché apparisca soli’ occhio ciò eh’ è detto nulla con- 
ehiusione di questo § , basterà ritornare dall' ultimo passaggio di esso 
al primo, da che si avrà R = R'Q", quindi B = IIQ' -|- B'= K'U'Qt' 

+ IP, ed A = R'QQIQ" R'Q -f- R'<J" . E li vede cho le espressio^ 
pi di A , B ridotte ne’ loro Taltori non abbiano altro divisore comune 
che R^ . 

Al eap, YH. — Ciò che intorno allo frazioni continue si è recato in 
questo capitolo è quanto bisogna per le applicazioni a Carne in seguito 
nel presente trattalo elementare : r>’. un tale argomento dovrà esser poi 
ripigliato c compiuto nel voi. II , trattandovi le ricerche sulle Strie . 

Al §. Ì7S — Per «lilucidazione del passaggio della Tormola por m c- 
TcmrntTa qnella per m-j- 1 si osservi . che occrcscendosi un elemento, 
questo potrà combinarsi, a ciascuua delle combinazioni c pcrmulazioni 
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già ollonulo, in m-|-l modi; o però clic le combinazioni con tuUuquel- 
le dovranno ancora risultare m 1 . Laonde la forniola 
m( »i — 1 ) (m — 2) . . . . (m[m — 1) ) 

6i cambia nell' altra 

(m +1) m[m — 1). . . ((m +1) — m) 
o sia in quella d'*idcnlica forma alla prima , cioè 

m' ( ni' — 1 ] ( m' — 2 ) ( m' — ( m' — 1 )) 

Ed essendosi veduto clic la prima delle formolc esposte conveoiva 
fino alle combinazioni e permutazioni quadernario di quattro elemcD- 
ti , ben si rileva che da essa ne derivi la stessa po' gradi successivi . 

Al cap. IX. — Crediamo che debba riescire assai utile a’ giovani a- 
nalisti la maniera elementare come troveranno qui esposta la formola 
generalo per l' elevazione del binomio ad una potenza indeterminata , 
sulla quale dovremo aucor ritornare nella continuazione del presènte 
Corto di itnoiif i algebrica. 

Al §. 183. — Il dotto analista Guglielmo Libri , che professando con 
decoro le Matematiche nell'llnivcrsità di Parigi, ed in quell' Accademia, 
non ha dimenticalo di essere italiano , ed ha anzi cercato onorare que- 
sta sua regione nobilissima con un lavoro difficile e pieno di erudizione 
sulla storia dell’Algebra in /tnh'a (che per esser conseguente a'suoi prin- 
cipii, ed all oggclto avrebbe dovuto scriverlo in nostra lingua) prolungan- 
do un poco le sue vedute , come suol succedere a chiunque s' investe di 
un assunto nazionale, ha credulo che la formola delta del IS’eicton per 
l'elevazione di un binomioa potenza intera si appartenesse al Tartagha, 
dalla cui opera quel sommo ingegno tracndola , senza dirlo , avesse iii- 
dotli gli analisti moderni ad attribuirgliela. Ancor io sono animato dallo 
stesso suo spirilo , e l' ho sempre dimostrato fin dalla prima età , nelle 
poche coserello da me pubblicale ; ma non vorrei che si stiracchiasse 
|ioi tanto da pregiudicare ad una buona causa che noi abbiamo , e che 
tutta la gelosia delle altre nazioni , e specialmente francese non ci po- 
trà disltuggeic . Il Tartaglia , non ha dubbio , diede un modo inge- 
gnoso per esibire la potenza intera di un binomio ; ma questo fondavasi 
del tutto su i coefficienti della potenza di esso precedcnlcmcntc ottenu- 
ta, né pulevasi col modo eh' egli iie assegna esibire la potenza n di un 
binomio senza aver prima stabilita la potenza ti — 1 del medesimo ; sic- 
ché per lui r induzione procedeva sempre di grado in grado, nè poteva- 
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Bi da un cerio segno cui crasi giunto spingere innanzi fino a quel gra do 
che piacesse , trascurando tutti gli altri interinedi. fVcg.il cap.ii.vol.I, 
del generai trattalo de' numeri e misure } . E perchè del procedi(neato 
Tartagliano si abbia un'idea più chiara , l' indicheremo qui nel sugucii- 
te modo : ^ 

a c b 
nu. 1 1 nu. 

ce. 1 2 1 ce. 

cu. 1 3 3 1 cu. 

ce.ee. 14. 6 4 1 ce.ee 

reU° 15 10 10 5 1 rel.r 

ee.cu. 1 6 15 20 15 6 1 ce.cu. 

rel.2° 1 7 21 35 35 21 7 1 rel.2“ 

ce.ee.ee. 1 8 28 56 70 56 28 81 ce.ce.er. 

cw.cu. 1 9 36 84 126 120 84 36 9 1 cu.eu. 


Egli rappresenta il binomio dato per lo parli ac , rh della retta acb , 
a ciascuna delle quali suppone segnato il cociriciento 1 de' termini del 
binomio , indi sommando questi scrive il 2 al di sotto tra essi come 
coofGcicnte del 2° termine del quadrato , ponendovi fuori a sinistra o 
destra 1' 1 , 1 coefTicienti del primo o terzo termine di tal potenza , ed 
accanto l' indicazione ce. ( censo ). In oltre sommando I' 1 col 2 , o 'I 2 
con r 1 ottiene 3 , 3 coefficienti del secondo c terzo termino del cubo, 
che scrive in altra linea sottoposta a quella de' termini del quadrato, po* 
nendovial di fuori I' 1 , 1 cocffiuionti dal primo e quarto termino , ed 
accanto l' indicazione cu. ( cubo ). Passa indi a sommare I' 1 col 3, il 3 
con I' altro 3 , poi il 3 con I' 1 , od ha i coefficienti del secondo terzo e 
quarto termino delia quarta potenza , che scrive in altra linea sottO' 
posta tra quelli del cubo , da' quali gli ha rispettivamente ottenuti , con 
porre fuori I' 1 , 1 coefficienti dal primo cd ultimo termino di tal quar- 
ta potenza , indicandola accanto cc-ce. {censo-censo) . E cosi conlinna 
fino alla potenza undecima , venendo per tal modo a rappresentare un 
triangolo equilatero diviso da lineo trasversali parallele a’ lati , di cui 
ciascuna di quelle parallela alla base conlieno i coeflìcienti de' termini- 
di ciascuna potenza , e quelle parallelo a ciascun lato dinotane i coef- 
ficienti de' termini delle successive potenze , equidistanti dal primo od 
ultimo . E fa maraviglia che f ingegno acuto c perspicace del Tarta- 
glia non avesse ravvisalo nella figura che rappresentava , che indican- 
dovi il vertice ancor con 1 , i coefficienti di ciascuna potenza dal secon- 
do al penultimo si componevano dalla somma successiva di quelli de’ 
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numeri lidia linea precedente fino a tal termine, cominciando sempre 
ilall' 1. Sicché il 2 l'iK-rficicutc del secondo termine del quadrato nasceva 
dalla somma di t , 1 . primo e secondo della linea precedente , il 3 dalla 
somma di t.1,1, del primo al terzo termine di tal linca.e cosi insegui- 
to ; e che cosi venivano a risultar essi i termini della progressione arit- 
metica de' numeri naturali, come egli pure ebbe avvertito. Similmente il 
coetlìi iontcS del terzo termine del cubo , ch'ò nella terza linea in se- 
condo luogo, nasceva dal sommare i numeri 1, 2. primo o secondo 
della linea precedente ; quello C del terzo termino della quarta poten- 
za , dal sommare i primi tre della litica precedente ; e cosi in appresso 
per essi . o po' seguenti , come riesce facile a ciascuno il vcdere.E da 
ciò avreblic anche potuto il Tartaglia ravvisare , ch'essi coefflcienti po- 
tevansi costituire dalla sola serie 

1 , 1 . 1 , 1 . 1 . 1 , 1 . . . 

di' è r ordinale di 1° ordine , prendendovi la somma successiva dai 
primo termine in poi ; avendosi per quella de' coeflìcicnti del secondo 
tennine la serie de* numeri naturali 

1,2, 3. 4. 5, 6, 7... 
eh' è r ordinale del 2” ordine. 

Similmente dalla somma de' termini successivi di questa si avrebbero 
■ cocffìcienli de' terzi termini delle potenze del binomio , rappresentati 
da' numeri ordinali di 3° ordine . E cosi in seguito . E forse , se egli 
avesse presa in questo modo la cosa avrebbe potuto essere più facil- 
mente indotto ad assegnare una maniera generalo da indicare i coefll- 
cienli di qualunque |iolcnza de' termini di un binomio , partendo dal- 
r indice di esso , come posici ionnenle fece il Newton , derivando tali 
coeOicienti a dirittura dall' esponente stesso della potenza , ed in modo 
die per essa non fosso bisogno di alcun' altra potenza precedente . Ed 
una diveraità marcata Ira lo duo fbrmole risultava evidentemente da 
che la prima procedeva da una somma continuata di coclficienti, l' altra 
ottiensi da un prodotto successivo degli esponenti. Nè porcliè I' una può 
farsi rientrare nell' altra dee dirsi clic I’ una dall' altra dipenda : impe- 
rocebè è ben chiaro che cosi debba avvenire subito che l' una c I' altra 
esprimono il numero stesso. Coiivien dunque dire, che ben degno di lode 
oralo sforzo del Tartaglia in cercar una via da risparmiar la molliplica- 
zitne successiva, pi-r ottener la potenza di un binomio , ed ingegnosa 
assai era quella alla quale ci pervenne ; ma che certamente non è da 
essa elle il soimno Newton trasse quella assai più acconcia e generate, 
■li cui gli analisti gli sono riconoscenti , intitolandola col suo nomo ; 
Ite elle possa però dirsi . che » I' on doit s' clenncr (pie d’ aulres géomi:- 
tves » eli soienf atlribué 1' honneur « . 
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§.223.— Risolvere un problema non è altro , che rendere espliciti 
qiw’ rapporti tra le note o le incognite di esso . che implicitamente enn- 
teneansi nello condizioni assegnate dal proponente. E come che la con* 
vcncvolezza di queste non può scorgersi che dall' intraprenderne l’ana- 
lisi , 0 dal compimento di questa ; non ò però il proponente io colpa so 
il problema riesca impossibile, o abbisogni di convenevoli modificazioni 
per esser possibile ; le quali cose spettano al risolvente, e costituiscono 
esse , in qualunque caso , la richiesta soluzione. Al qual proposito non 
fia superfluo recar qui la dottrina degli antichi pe' problemi geometrici, 
che vale egualmente per gli aritmetici , de' quali or trattiamo . Colui 
thè ^jropoM un problema , ancorché non foste 'istruito , anzi inabile del 
tutto, sebbene proponga ciò che in modo alcuno non posta costruirsi [qui 
diremo n'iroeam' ) , é degno di scusa , e senza colpa , Poiché spetta al 
risolvente il determinare ciò, ed indicar quello che può o non può farti-, » 
potendo funi , quando , in qual modo , ed in quanti modi { Pappo ia 
princ. del lib. II. Collect. ] . La qual dottrina ho corcato illustrare nel 
presento libro , poiché su di essa vedova incespicare non pur colora 
che s'introducono alle Matematiche ; ma ancora taluni loro istituto- 
ri , attribuendo poi insanamente a difetto di chi sa la loro ignoranza 
su tale assunto (che cosi ora se n'è introdotto il costume presso noi ) ; 
di che n' è un chiaro argomento il terzo quesito del programma che fu 
proposto fin dal 1839 , por vivificare lo spirito geometrico , e sul quale 
non essendo state sufficienti le illustrazioni date ripetutamente in di- 
versi luoghi delle Produzioni relative ad esso pubblicate nel cer- 
cherò di nuovamente dichiararle , per istruzione di coloro che le igno- 
rano , nel presento libro , ne' trattati dell' Invenzione geometrica , e ne- 
gli Opuscoli affici . 

éi' S§.^^ s 24S, — Oltre a' problemi determinati , ed indetermina- 
ti , re n* ha a considerare ancora una terza specie opposta a questi , 
quando cioè il numero delle condizioni ecceda quello delle Incognite , 
cioè che si abbiano più rapporti di quelli che occorrono perchè il pro- 
blema sia determinato , e compiutamente risolubile . la questi casi , 
pel precetto stabilito nella precedente nota , spetta al risolvente I' as - 
segnare la più che determinazione , vedere so le condizioni suporfluo 
sicno compatibili con lo altre , da ridurre però il problema al nume- 
ro competente di esse , da esser determinato , come io realtà f era , 
difettando solo nella maniera com' era proposto ; di che n’ offre un e- 
sempio il problema risoluto nel §. 370 ; e talvolta ancora , so lo con- 
dizioni eccedenti valgano a stabilire un tal rapporto tra' dati del proble- 
ma da renderlo determinato nc’ casi ne'quaU quel rapporto abbia luogo; 
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enne avverrebbe nell' anriilcUo problema cosi generalmente proposto ; 

Delf minar due numeri la inmma de' fuali sia a , il prodollo b , e eia 
le differema de' Uro , le quali tre condiztoni esposto algebri- 

camente , e maneggiate darebbero luogo all' oquatione di condizione 
tra quantità note — a* = ha'b 

ohe verificandosi renderebbe il problema sempre possibile . Nè man- 
cano elementi di Algebra ne' quali questi casi sicno considerati . 

Finalmcnlcò notissimo , che il problema assolutamente più che 
sletermioato si scinda in più problemi determinali , staccandone di vol- 
ta in volta le condizioni superflue, e combinandole tutte io que' diversi 
modi che n' è suscettivo il loro numero , o nella quantità necessaria a 
rendere determinalo il problema. E dee però colui al quale vico propo- 
sto un simil problema scinderlo convenevolmente ne parziali . o risol- 
verne ciascuno. 

Or sebbene non si fosse tralascialo d' illustrare le presenti dottrine , 
ne' luoghi indicati nella nota superiore ; pure [wichèè questa la prima 
opera elementare die pubblicasi dopo le impertinenti sciocchezze non 
ha guari puerilmente ripetute da coloro cui dispiacque la proposta del 
programma , per non potervisi convcnevolmcnto misurare , non è fuori 
proposito di farne r applicazione al problema geometrico che ne for- 
mava il terzo quesito. 

Il problema era di : Iterioere in una piramide triangolare quattro sfe- 
re , che si toccassero tra loro e con le facce della piramide . Or sebbene 
mi avessi data tutta la pena nello considerazioni , che appena dato 
fuori il programma lessi alla R. A. delle Scienze di Napoli , e poi 
pubblicai per manifestare la natura , e la qualità di tal problema , pu- 
re, 0 che non bene mi s' intese , o che non fui Ielle , o che non mi si 
volle intcndere,si sono continuali a propalare su tale assunto una quan- 
tità di errori , che polendo riesciro di danno a' giovani inesperti , mi 
credo nell' obbligo di qui dileguare. 

Il proposto problema è più che deteminato : ma ciò è ben diverso dal 
dirlo impossibile ( Vcd. Considerazioni generali sul programma , a 
pag. 22 c seij, ) ; come da coloro in più di un lungo si è ripeluto . Poi- 
ché I ' impossibilità è tutt' altra cosa, che può aver luogo ancora iiu'pro- 
blemi detcrminali.quando i dati sicno ripugnanti a proprietà del sogget- 
to : come chi dicesse di voler dividere il numero 10 in due parti il cui 
prodotto fosse un numero maggiore di 25 , quadrato della metà del nu- 
mero 10, àia è da riflettersi , che quel problema sebbene più che ile- 
terminato , e che possa quindi scindersi in quattro determinati, che so- 
no simili perfettamente tra loro , sicché risolutone uno si hanno risolu- 
ti gli altri , no mostra però ch'esso sia del genere di quelli che amine 
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tono una comlizionc tra' dati , pcrchòil problema diventi suscetlivo di 
una compiuta soluzione nel modo cobi' è proposto . Di fatti nel caso pre- 
sente ciascuno do' problemi determinati io cui quello scindesi sarebbe ; 
hcrirtre in tre angoli di una piramide triangolare data Ire efere , che si 
loechino Ira loro. E come che gli angoli A, B,C,B della piramide com- 
binali a tre a tre danno luogo a quattro combinazioni, si vede però che 
il problema si scinderebbe in quattro determinati. E questi essendo si- 
mili , cioi lo stesso problema variando semplicemente por un dato , ae 
mostrano , che il proposto in generale diverrà risolvibile con asaognaro 
la condizione perchè l'un do’ secondi problemi-dia per due delle sfere le 
stesse che pel precedente risoluto , o sia assegnando a questo mede 
la specie della piramide . 

E questa la riduzione del problema fattane dall' illustre geometra 
svizzero Steiner , che male intesa da persona inabile a comprenderò il 
linguaggio di un buon geometra , di che costui spesso dolevasi quaudo 
n' era da quella importunato stando in Napoli , l'ha tratto in nuovi-o 
piò grossolani errori , c spinto malignamente a nuove impertinenze , 
pubblicato in un di que' nostri sciocchissimi fogli volanti periodici . 
che servonsolo per procurare una penosa sussistenza a que' misurabi- 
li , che non hanno alcun mestiere . Ed io al contrario no traggo argo- 
mento d’ incoraggiare dopo ciò i giovani matomatici, coltivatori di qua- 
lunque de' metodi , sia antico, sia moderno, a proseguire su queste ba- 
si la soliiziono di si dillleil problema , che ha dato luogo a tante di- 
scussioni da cui sono venuto fuori dottrino utili alla scienza , <la com- 
provar sempre più la grave sentenza di Giov.Dornoulli , che : l'rohU- 
mala proponere in publicum non carel utililate ; hae onim ralioue ex- 
cilantur et aeuuntur ingenia , ac satpe aliquid eruilur ùi scienliae ia- 
cremenlum , quod alioguin abscondilum mansistet ( Act. Lips. 1759,) 


A S§. ItSf e S-HJ. — Cosi pure l' equazione 

X* — ax' ex^ — acx‘ — x'-f~lix — (x -^bf— o 
ridotta nella forma 

a;4 — (a — c) x’ — acx' — x’ — (6 — f]x — bf 
si scindo ne' fattori 


X' — ax= X — b . . X* — (o-f-l)x= — ì 
x*+cx = x-l-f x’-f (c — l)x= +f 

che risolute separatamente daranno le radici della proposta . 
Similmente I' altra equazione 

x'' — .t' — 4x> -f 2x' -1- 5x’ — X — 2 = *- 
si scinde ne Ultori x* — 2x‘ — x -f- 2 = o 

+ •— X— 1 = 0, 
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e non già — 100 = o , progredendo nell' operazianc eliroioando la x . 
li perverrebbe alle due equazioni in y , z 

2y-f-llt — 6 = 0 
2y-|- 11 * — 10 = 0 
•he SODO contraddittorie ed assurde. 

A' §§. .T29. — Questa doGnizionc da noi data della detimmuioM 
è conipiuta.comprendcndo essa si quella che eorrispondo a probloini pii 
che delemimili , ehe siero però suscettivi di una delsrmtnazioiw , ehe 
a' problemi deUrminati , per vedere i casi in cui la loro soluzione sia 
possìbile 0 impossibile. 

Ai S3S. — Anche la radice del primo membro sarebbe ± x ; ma 
adoperando (jueslo duplico segno, non si verrebbe a far altroché a rin- 
novare lo stesso radici di prima , che però esso diviene inutile . E la 
stessa considerazione vaio anche per le equazioni oflette dei 2° grado. 

Al §. 340. — La.mancanza di un algorìsmo simbolico no' primi tem- 
pi che cominciò ad esser l' Algebra coltivata , ruodova il cammino di 
essa assai lento cd inceppato , dovendo qne' primi coltivatori di tale 
scienza condursi per vie tortuose , o per astrattissimo considerazioni 
nello ricerche le quali esigevano risultamenti generali; e gli Elementi 
di Euclide somministrarono loro spessissimo in ciò il mezzo da ricseire. 

L' analista arabo Kluhamad ben-Musa. il cui trattato di Algebra con- 
teneva lo sciogliroriitu delle equazioni del secondo grado x’-^n =px, 
lo (ondò sul teorema 5 del lib. II. degli Elonoenii di Euclide, e Liociar- 
do da Pisa servissi dello stesso mezzo, che reso più spedito , e che ac- 
crebbe della distinzione delle duo soluzioni dal Mohamad non vedute , 
Ebbe dunipie torlo il (lardano di attribuirsi questo vanto, con diro , «ha 
non aveva Lionardo dimostrata se non una sola soluzione dell' equazione 
x’ -f- n =px . 0 questa ancora in maniera oscura ; che nò puro è ve- 
ro. Nella quale falsa credenza , forse per essere stato alla fede del Car- 
dano , cadde ancora il Monlucla, il quale a dirittura asserì, che : Car- 
dati est te {rremitr qui ait apperfu la multiplicilc dei mleurt de l' ineon- 
nue dans Ics équatiuiu (a meno di escluder da rio eh' ei dico quelle del 
secondo grado ). Al qual proposito riflette bene il Cessali , che il pren- 
der che fece Lwnardo in duppin senso il radirale rispetto all' equazio- 
ne x’ -f- n = px fosse uii ncviamenlo a ritrovar le radici negative ( Oti- 
qint cc. voi, 1, cap i § viu. ) 
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Al §. SIO. — L' impossibilità delle condizioni del presente probleDM: 
dovua farsi rilevare da loro stesse, por principii già noti , e non giàda- 
durla da’ risuUameoti immaginari cui si era pervenuto risolvendolo , 
come in casi simili suol farsi . E lo stesso procedimento si è pur tenu- 
to in questo trattalo di ^luiftst algebrica in altri simili rincontri. 

Al §.S87. — Queste equazioni sogliono ancor dirsi del guarlo grado 
derivative dal tecondo. 


Al cap. XIII. (%%.i06-4iS) — 1 primi analisti italiani , percompic- 
H la soluzione dello eguasivni proportionali a quelle del secondo gra- 
do { di 4® grado derivative dal S9) ricorKto ancor ossi glf estrazione 
di radice da' binomi ; ed il loro metodo geometrico ed assai elegante era 
n seguente. Stabiliti i tre teoremi : 

I. Il guadrato del binomio o i b b <t’ Ì Sob -f- 5* ( b e 7.E1 .11 J 

II. Dinotando a, b due rette earà o’ -J- 6* > Sab ( 7. El. II. ) 

III. Il prodotto de' quadrati di a , hi uguale alla quarta parte del 

I2ab)‘ 

quadrato del doppio loro rettangolo , cioè a'b' = - ■■ . 


Sia M + N il binomio proposto , di cui almeno l' un do' termini \ sia 
irrazionale, cd M ; e la radico richiesta sia rappresentata da a +6, 
dovrà pel tour. II. essere M = a* b’ , N = 3o6 ; e pel leor. III. 

dovrà essere a’Xb’ = 4"N* . Adunque la proposta ricerca vedesi 

4 

ridotta a dividere il termine maggiore M del bmomi'o aisegnato in due 
parti , il CUI prodotta jìareggi il guadrato della metà del termine mi- 
nore N di tal binomio ; saranno le radici di tali parti i termini della 
radice cercata del binomio ; la cui soluzione chiaramente comprende- 
vasi nella prop.5. El. II. Di falli supposta la M divisa in due parti ugua- 
li , ed in due disuguali la cui differenza sia z si avrà 

2’ = -A M* — ( '/.M -I- s ) ( V.M — 2 ) = 'A M* — ’AN* 
per la condizione del problema . Quindi 

2 = V, V ( M- - N’) 

e però 

V(M±N) =: V(’-AM-f-'AV(M’-N’)^ ±V^’AM-'/.V(M’-N’)} 

come risultava dalla regola al§.àlO. 


Al rap. ,Yr. ( ) — Le ordinarie nozioni , ehc in talune 

isliluziuni algebriche si danno de' numeri poligoni, distinguendoli an- 
cora da' figurali , essendomi sembrate assai vaghe da indurre in cquivo- 


Digitized by Google 


Note 


XV 


ci , ho stimalo opportuno di definitivamente in questo capitolo stabilir- 
le in modo distinto e regolare . 

Su tali numeri compose Diofanto un libro ingegnosissimo , intitolan- 
dolo letpt K'o^uyMa.'V aprrfia'v ( de numerie muUangulie ) ove risolvò 
mirabilmente il doppio problema di ; aeetgnare dal lato il numero mol- 
tangolo , o da questo quello , al che pervenne nella prop. 9 , esponendo 
regole analoghe alle formolo da noi ottenuto con l'ajuto c le facilitazioni 
che offre il calcolo algebrico . Aggiunse ancora altre ricerche degne di 
considerazione, delle quali ci è sol pervenuta quella di determinare in 
quanti modi un numeni dato possa esser moltangolo ; c devo dolerci che 
il tempo edace ci abbia privali della continuazione di un tal libro , al 
che volendo supplire il dotto suo comenlaloro Bachclo due libri aggiun- 
se di sua escogitazione. Sono degne anche di tutta la considerazione le 
dottrine che Djofanto premette sulle progressioni aritmetiche , circa il 
loro termine generale (prop.S.) , e ’l sommatorìo (prop. 4 e £) ; c ciò che 
più rileva ancora talune altre, che sembreran facili ed elementari con 
la nostra analisi simbolica , ma che destano alta maraviglia , so senza 
di questa riguardisi al modo come ei vi pervenne , e veggoiisi dimostra- 
te . Tali sarebbero , per indicarne alcuna , la prop. 2 ove dimostra , 
che : In tre numeri aritmeticamente proporzionali , il prodotto deltot- 
tuplo del massimo nel medio.più il q^drato deiminimo i uguale al qua~ 
drato della somma del massimo , e del doppio del medio. In oltre, che : 
In una progressione aritmetica che cominci da I , la somma di n termini 
moltiplicata per l ottuplo della differenza della progressione , più il qua- 
drato di tal differenza minorato di 2 è un tal numero quadrato , la cui 
radice minorata di 2 risulta quanto n volte la differenza -(* 

Ma ritornando a' numeri poligoni , bisogna osservare che i nostri pri- 
mi analisti italiani Lionardo , fra Luca e Tartaglia non tralasciarono 
questo argomento , sul quale stabilirono ingegnose ricerche , o talune 
ancora assai difficili , delle quali non mancheremo di trattamo alcu- 
ne nell' Analisi algebrica delle quantità indeterminate. Il nostro Mau- 
rolico ne fece pure l' oggetto delle suo acute speculazioni aritmetiche . 

Intanto combinando il §. &C3 con ciò che si è detto nella nota al 
§.183 risultano intuitivamente da' termini generali de numeri ordinali 
degli ordini successivi, i coefficienti de’ termini della potenza n di un bi- 
nomio i sicché da quelli potevasi venire in cognizione di questi , o al 
contrario ; e ciò come abbiamo in essa nota accennato , avrebbe ancor 
potuto ben rilevarlo il Tartaglia. 

di eap. XVI. . . . L’indicazione simbolica delle grandezze , che ne 
're l'Algebra, essendo, come fu già detto dcII' infroduatonc, comu~ 
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nu alla quantità à diicrda . ihe cuolinua , aubbena dia d vantaggia di 
sottoporre ancor qucjla ad una specie di calcolo , non dee però essa 
perder la sua natura . sicché abbiasi corno assolutamente ridotta a di- 
screta ; il che in molti casi è contradditorio alla sua natura . (doindi la 
teorica fondamentale delle ragioni e proporzioni geometriche non dove- 
va nflatlo scompagnarsi da quella che giudiziosamente ne oflrl Euclide 
nel lib. V. degli EUmrnti ; e però trattarla a dirittura , come alla 
sola quantità discreta appartenente . Ecco perchè ci siamo sempre a 
quel libro degli Elemrnli suddetti rivolti . 

Al §. 488. — A pag. IX. del diieorto prtlimitum fu accennato dd 
gioco degli leaechi inventato da Scssa figlio di Daher , o presentato ad 
un re iodiano , per argomento che già presso questo popolo forse ben 
avvanzata la teorica delle progressioni goometriebo; e quivi nel presen- 
te §. vi ò risoluto il problema per la determinazione di quel valore in 
grano eh’ egli richiese a quel re in compenso della sua invenzione . La 
qual dimanda essendo sembrata al sovrano poco conveniente alla sua 
grandezza, dovè poi , in seguito del calcoio fattone , convenire dell' im- 
possibilità di adempiervi , o rimanere quindi maggiormente maravi- 
gliato della dimanda apparentemente modesta fattagli da II' inventore 
di quel giuoco , che della giudiziosa invenzione del gioco stesso . 

A' eap. XYII. t XTIII. — Quel tanto che si è qui recato de' loga- 
ritmi , corrispondeoto al nostro scopo indicato in fine del diicorio 
preliminare, e bastante a prepararci la materia per trattar poi estesa- 
mente cd in modo più generale un tale argomento nel voi. II. del pre- 
sente Corto. Ed il cap. XVIII. presenta pure a’ giovani un sufTicicnta 
esercizio dell' uso de' logaritmi nella soluzione di problemi aritmetici ; 
come d' altronde potranno essere istruiti del vantaggio de' medesiiui 
nella Geometria esercitandosi in risolvere, col maneggio delle tavole lo- 
garitmiche do' numeri, e delle lince Irigonomotricbe, gl' inGniti proble- 
mi che sul triangolo possonsi proporrò , e con l' uso delle formolo oho la 
Trigonometria no offre risolvere . 
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